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Vorwort. 



Mit welchen Schwierigkeiten man zu kämpfen hat^ um den angehen- 
den Techniker, welcher in den meisten Fällen ohne irgend welche Vor- 
bereitmig seine Stadien in der Mechanik beginnt, so zu unterweisen, dass 
er mit wirkUch dankbarem Interesse in dieser wohl wichtigsten Funda- 
mentalwissenschaft der Technik selbst eine weitere geistige Verarbei- 
tung anzubahnen strebt, dürfte wohl keinem meiner Herren Kollegen un- 
bekannt sein. 

Es steht dem Lehrer, selbstredend auch dem Schüler gewiss ein 
umfangreiches Utterarisches Material von anerkannt guten Werken zur 
Verfugung, die einerseits rein theoretisch (abgesehen von der analytischen 
Mechanik), andererseits auch so elementar gehalten sind, dass sie schon 
dem Realschüler verständhch sein müssen; dessen ungeachtet aber haben 
meine schon langjährigen Erfahrungen nicht allein als Lehrer, sondern 
auch als praktischer Techniker mir gezeigt, dass wir an „Mittelwerken", 
um den Ausdruck zu gebrauchen, wohl keinen überfluss haben. 

Der jimge Mann besucht eine Schule, eine Baugewerkschule, ein 
Technikum, eine Maschinenbauschule, er ist geistig so gut wie unvor- 
bereitet Er hat entweder in der Praxis alles vergessen , obgleich er 
auf der Realschule vielleicht schon genügend vorbereitet war, oder der 
Besuch auf dem Gymnasium hat ihn in ganz andere Sphären als die 
der „Technik" übergeleitet, oder die einfache Volksschule konnte ihn 
nicht genügend vorbereiten, — trotzdem soll er sofort in die „Mecha- 
nik" sich einarbeiten, soll sozusagen gleich geistig-technisch thätig sein. 



IV Vorwort. 

denn ich sehe hier ab von der rein physikalischen Mechanik. Wenn 
ihm mögUcherweise auch bald die einfachen Gleichungen, oder die 
algebraischen Ausdrücke, namentlich das Fonneleinsetzen geläufig wer- 
den, so tritt ihm doch die Trigonometrie mit ihren fi*emden Aus- 
drücken sofort entgegen; dazu kommen die in der Mechanik gleich zu 
Anfang notwendigen FremdUnge: Statik, Dynamik, Moment, Resultante, 
Komponente, virtuelle, absolute Geschwindigkeit u. s. w.; die mehr oder 
weniger wissenschaftlichen Werke legt er beiseite, imd die zu elemen- 
tar gehaltenen sind ihm eben zu „elementar". Ich habe darum lange 
überlegt, ehe ich die vorhegende Arbeit begann, um allen Anforderungen 
gerecht zu werden, um die Theorie so mit der Praxis und Anschauimg 
zu vereinigen, dass der junge Mann die Flinte nicht gleich ins Korn 
wirft. Meine Herren Kollegen werden mir aus obigen Gründen ver- 
zeihen, wenn ich ganz abgewichen bin von den gewöhnUchen Eintei- 
lungen, wie sie nahezu alle Werke, ich möchte fast sagen pedantisch ein- 
gehalten haben, und wenn ich einen besonderen Wert auf manche, die 
rein praktischen Kapitel gelegt habe und die anderen, in der Praxis 
seltener angewendeten, nebensächUch behandelte. Der Stoff lässt sich 
selbstredend noch weiter sortieren, namentUch im Anfang, um etwaige 
zusammengesetzte Gleichungen zu umgehen; es lässt sich in andere Ka- 
pitel vorgreifen, um dann erst später, bei Repetitionen , nachzuholen. 

Manche Sätze in der Mechanik lassen sich auf elementarem Wege 
überhaupt nicht beweisen, sie setzen weitergehende mathematische Kennt- 
nisse voraus, so das Parallelogramm; andemteils sind dem Anfänger 
Weg mal Kraft, Gewicht mal Hebelarm, Pferdestärke, Träg- 
heitsmoment, lebendige Kraft u. a. zuerst unbegreifliche Produkte, 
von denen sich übrigens manche auf dem indirekten Wege, mit Zuhülfe- 
nahme von Beispielen, leichter einftihren lassen. Femer habe ich auch 
die ursprüngUch geplante strikte Trennung der Lehrsätze in Voraus- 
setzung, Behauptung, Beweis wieder fallen lassen, da sie sich für ein 
praktisches Lehrbuch nicht scharf durchführen lässt infolge der 
parallel laufenden rein physikalischen Erklärungen. Hat der Lehrer 
selbst eine grössere Praxis hinter sich und weiss er die Beispiele aus 
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Vorwort. V 

dem praktischen Leben, besser aus der praktischen Technik nach seinen 
mündlichen Erklärungen herauszugreifen, — denn was er nur „dik- 
tiert, wird anfangs meist mit anderen Gedanken schon infolge der 
fremden Ausdrücke nachgeschrieben, — dann hat er gewonnen. 

Es war mir infolge der vielen Beispiele, die ja zum Teil schon An- 
wendungen sind, nicht mögUch, das ganze Pensum in einem Bande zu 
«riedigen; und hofife ich, dass die vorUegende „reine Mechanik", wenn 
ich sie so nennen darf, eine günstige Vorbereitung für die noch folgen- 
den Anwendungen auf die wichtigsten „bau- und maschinentechnischen" 
Kapitel sein wird. In einigen Beispielen der analytischen Berechnung 
der Kräfteverteilimg verschiedener Träger habe ich insofern vorgegriflfen, 
als ich für diejenigen jungen Leute, welche etwa einen neben der Me- 
chanik parallel laufenden Unterricht in der Graphostatik gemessen, be- 
reits eine graphostatische Übersichtsskizze neben die Hauptfigur gesetzt 
habe, welche vorläufig einen Anhalt für die numerische Berechnimg der 
absoluten Werte der Kräfte ohne Rücksicht auf Zug und Druck bietet 
Gleichzeitig sage ich für die freundliche Unterstützung einiger meiner 
Schüler, besonders was die Zeichnungen anlangt, meinen Dank. — 

Die Verlagsbuchhandlung hat sich, was die Ausstattung anlangt, 
die grösste Mühe gegeben und hoffe ich schUessUch, dass namentlich in 
den Zahlenrechnungen keine Rechenfehler stehen gebUeben sind, welche 
besonders für den Anfänger immer schwerwiegender sind, als die eigent- 
lichen Druckfehler. 

Neustadt i. M., im Mai 1892. 

Karl Hecht. 
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[Einleitung und Einteilung. 



Weltenrauin ist nichts in Ruhe, sondern alles bewegt aicl. 
einer unsiclitbaren Macht getrieben; wollen wir aber dennoch von RiiLe 
sprechen, so meinen wir nui' den relativen Zustand, in welchem ein Kör- 
per vor unseren Augen seinen Ort nicht ändert, weil wii- luis in Wjrk- 
^lichkeit mit samt dem Körper und der Erde um die Sonne bewegen. 

Die treibende Kraft ist die Ursache der Bewegung, und wenn letztere 
^HpF tuuei'en Augen stattiindet, so sehen ynr zugleich die Wirkung der- 
^^Blben. Eine Bewegung ohne eine treibende ICrafl ist ein Unding, un- 
^BlSglich, wenn uns auch die Kraft oft nicht sichtbar ist. 

Die Aufgabe der Mechanik ist nun, die Wirkungen der Kräfte 
zu untersuchen, und kann sti'eng genommen also nm* von einer Mechanik 
Djuamik (griechisch Kiäft) — die Rede sein, dessen 
;tet unterscheidet man aber noch die Mechanik der Ruhe — Statik 
ruhen, stehen), indem man eben einen künstlich hergeatellten 
■(Gleichgewichts-)Zustand annimmt. 

In der Natur treten nun bekanntUch die Körpei- in dreierlei Form 
(die drei Aggregatzustäude), als feste, Süssige und gasförmige Kör- 
daraus ergiebt sich eine weitere Dreiteilung der gesamten Mechanik. 
Repräsentant der flüssigen Körper mniint man das Wasser (griech. 
i), und bezeichnet die Mechanik der flüssigen Körper mit Hydro- 
statik and IlydrodjTiamik ; der Stellvertreter der gasföniiigen Köiper ist 
die Luft (Aero, lat.). Die gesamte Einteilung ist sonach: 

Mechanik der festen Körper Statik, Dynamik; der flüssigen 
Hydrostatik, Hydit)djnamik; der gasförmigen Körper Ärostatik. Äro- 
dyuainik. — 

Da wir, wie gesagt, streng genommen nur von einer Mechanik der 
Bewegung reden können, so ist es in erster Linie erforderlich, dass wir 
Boa gleichsam einen mathematischen Übergang verschaffen müssen, um 
Dherbaupt den Begriff der Bewegung in ein mathematisches Gewand zu 




2 Einleitung und Einteilung. 

bringen. Das Kapitel der Bewegungslehre (Phoronomie , Bewegungs- 
kunst) stellen wir den eigentlichen Betrachtungen über Mechanik voran, 
es bildet liir uns die mathematische Einleitung in die Mechanik, 

In den folgenden Blättern wollen wir uns aber nicht mit der Auf- 
stellung der Grundsätze der Mechanik allein begnügen, die reine Me- 
chanik, aus denen wir allerdings hinreichend Schlüsse ziehen können 
für eine etwaige Verwertung der Mechanik, sondern wir werden die auf- 
gestellten Prinzipien wirkhch verwerten, in dem wir sie auf praktische 
Fälle, besondere aber auf die wichtigsten Kapitel der Technik anwetiden. 
Man pflegt darum reine von der angewandten Mechanik zu unter- 
scheiden. In manchen Fällen der Anwendung erkennt man nicht einmal 
mehr das Gepräge der Mechanik in der Bezeichnung. So z. B. nennt 
man diejenigen Kapitel der angewandten Mechanik, welche von der Di- 
mensionenberechnung der Körper handelt, die gewissen Kräften ausgesetzt, 
den letzteren Widerstand leisten müssen ohne zerstört zu werden, ihre 
Form zu ändern, die Festigkeitslehre; allerdings auch mit Recht, da 
der Ausdruck Festigkeitslehre dasselbe sagt, wie Anwendung der Mecha- 
nik auf die Festigkeitsverhältnisse der. Körper. 

Eine ganz besondere Übersicht, namentüch der Anwendung der Me- 
chanik, bietet die graphische Darstellimg (die Darstellung durch Zeich- 
nungen, bildliche Darstellung); auf einige Kapitel derselben, die gra- 
phische Statik, werden wir besonders zurückkommen. 



Die Beweg^ungslelire. 



Um uns eine altgenieine Vorstpllung der Bewegung eines Körpers 
t maclien, müssten wir hiermit zugleich die Vorstellung der Kraft ver- 
I welche auf denselben einwirkt. 
Beide Begriffe, sowohl der eines Körpers als der der Kraft, fehlen 
i noch; beide erheischen einen Aufwand von Erklärungen, die wir vor- 
lüg dadurch umgehen können, wenn wir uns statt des Körpers mnen 
takt denken, der um ganz unabhängig zu sein aus nichts bestehen mag, 
! Ausdehnung, keine Grösse, kein Gewicht, also keine Materie hat 
1 der sich in einem luftleeren Räume bewegen soll, damit selbst das 
lejnete Hindernis in Wegfall kommt Die Kraftwirkung sei auch voll- 
iadig unsichtbar. Ferner wollen wir nur von einer geradlinigen Be- 
mg reden, also sehen wir von einer Zickzack oder krummlinigen 
iwegnng auch ab. 

Penken wir uns eine unsichtbare Kraft auf einen Punkt eüiwirken, 
t iat auch kein Grund anzunehmen, weshalb er sich nach einer anderen 
t nach einer Geraden, der Kraftrichtung bewegen sollte; es fragt sich, 
i welche Eracheinmigeu charakterisiert sich die Bewegung? 
Es kann hier o£fenhai- zweierlei eintreten, entweder bewegt sich der 
ikt regelmässig vorwärts oder unregelraässig, ungleichförmig, 
k letzteren Falle entweder immer schneller, — oder immer langsamer, 
er wieder stille steht, zur Ruhe kommt. 
Die regelmässige (gleichförmige) Bewegung ist nun nichts weiter 
I eine regelmässige Ortsveränderung des Körpers in Richtung der ge- 
die sich also im Laui'e einer bestimmten Zeit nicht ver- 
, — oder der Punkt legt in derselben Zeit die gleiche Weglänge 
Nehmen wir als Zeiteinheit die Sekunde an, und bewegt sich 
r Körper in einer Sekimde vmeter, dann wird er in t" einen Weg 

9 = Tt (I) 

Dckgelegt haben. • 



Die Bewegungslehre. 



Man nennt die Bewegung in der Zeiteinheit die Geschwindigkeit^ 
und bezeichnet die Weglänge mit v. Für t = 1 folgt 

(la) s = v". 

Selbstredend kann man auch von einer Geschwindigkeit pro Minute 
oder Stunde in irgend einer anderen Masseinheit reden. 

Eine einfache bildliche (graphische) Darstellung bietet uns die Geo- 
metrie dar, das Produkt s aus v und t können wir ims als Flächen-. 
Fig. 1. inhalt eines Rechteckes, dessen Seitenlängen v 

und t sind, darstellen; aus Fig. 1 folgt dann 
s = vt. 

Bewegt sich nun ein Körper immer schneller^ 
so wird, während die Geschwindigkeit zu Anfang 
c war, in einem späteren Zeitraum von t" diese 
zu einer grösseren, v werden. Durch eine geo- 
metrische Figur versinnlicht, erscheint ein Trapez. 
Fig, 2. Tritt der umgekehrte Fall ein, wird die 
Bewegung immer langsamer, dann giebt uns Fig. 3 
eine bildUche Darstellung der Bewegung. Hier 
ist die Anfangsgeschwindigkeit c grösser ala 
die Endgeschwindigkeit v. Die mittlere Ge- 
Fig. 8. schwindi^keit, das arithmetische Mittel aus c imd 

V -j- c 




Flg. 2. 





V, nändich 



mit t multiplizieit, stellt wieder 



den zugehörigen Weg, die Trapezfläche, dar: 
(2) , • . . 



8 = ir—t. 



Fig. 4. 



Man nennt eine Bewegung, welche immer schneller vor sich geht,, 
eine beschleunigte imd die umgekehrte langsamer werdende verzö- 
gerte Bewegung. 

Die Gleichung (2) giebt uns aber noch keinen 
Aufschluss, wie die Beschleunigung oder Verzöge- 
rung vor sich geht. In Fig. 4 sind verschiedene 
Arten von Beschleimigungen dargestellt, alle drei 
Arten geben ein anderes Mass für s, also einen 
andern Weg, ohne Rücksicht auf das Wachsthum 
von c auf v. Um das letztere festzustellen, müssen 
wir uns die Zunahme an Geschwindigkeit bilden. Bei der wachsenden, 
beschleunigten Bewegung hat der Körper in der Zeit t" ofifenbar an Ge- 
schwindigkeit V — c" gewonnen , also in einer Sekunde ist der Zuwachs 
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bei der verzögertiden Bewegung hat er aber ebensoviel an Ge- 



«ch windigkeit verloren, nämlich — - — meter. Bezeichnen wir den Zu- 

wachs mit p, und den Verlust mit p^ in der Zeiteinheit, so wird 

V — c , c — V 

p = — i — und pi := 



t "-' t 

Beide Ausdrücke lassen sich vereinigen, wenn man fiir 

V — c 



Pj = 



= — p setzt. 



Eine langsamer werdende Bewegimg, eine Verzögerung, lässt sich 
also als negative Beschleunigung darstellen; allgemein 



p = + — T — oder xP = — i — 



(3) 



Ein positives p drückt die Beschleunigung pro Sekunde, und p. ne- 
gativ gesetzt, die Verzögerung aus. 

Ist endlich in beiden Fällen die Geschwindigkeit zu Anfang c = o, 
Fig. 5, dann folgt aus (2) und (3) 

Flrf. 5. 



<*) 



s = -jj- und 



±^ = T 




Vorstehende vier Gleichungen geben uns die Naturgesetze der sämt- 
lichen geradhnigen Bewegungen in erschöpfender Weise, und weil keine 
-anderen Bedingungen hinzuti^eten können, so müssen wii' aus diesen vier 
Gleichungen alle Fragen beantworten. 

Bemerkung 1. Ein Zweifel in der Richtigkeit der obigen Formeln 
könnte für den weiter denkenden Anfänger nur dann aufkommen, wenn 
er sich die Bewegung selbst in der Zeiteinheit noch unregelmässig ge- 
staltet denkt. Gleichbedeutend Fig. 6. 
mit obigen Figuren können wir 
uns dergleichen Fälle durch die 
beistehenden Figiu^n versinn- t^ 
liehen, Fig. 6. 

In solchen Fällen vemach- — / / 

lässigen wir die kleinen Unregelmässigkeiten und suchen eine solche Linie, 
welche sie imgetähr ausgleicht. 
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I 

Die Resultate sind dann die gleichen wie oben, nur nennen wir sie 
die mittlere Geschwindigkeit, mittlere Beschleunigung oder Ver- 
zögerung.^ 

Bemerkung 2. 

Die regelmässige Bewegung eines Körpers in einem Kj-eis können 
wir nach derselben Formel wie die geradUnige gleichförmige Bewegung 
(Gl. 1) berechnen. Denken wir uns den Umfang des fij'eises 2ric als 
geradlinigen Weg abgewickelt, so wird nach (1) 

(5) 2rTC = vt, 

wenn t die Zeitdauer der Bewegung, v die Geschwindigkeit ist. 

Bei Drehung von Rädern oder Anwendungen von regelmässigen Kreis- 
bewegungen pflegt man gewöhnUch die Umgänge n in der Minute, also 
in t = 60 See. in Rechnung zu ziehen. Der zurückgelegte Weg ist dann 
2r7cn und bei v" Geschwindigkeit in der Sekunde 2rTCn = v60, hieraus 
folgt die regelmässige Umfangsgeschwindigkeit*) 

,- ^ 2rTCn TTzn , rn 

(6a) .... ^ = -«Ä- = -Qi7- abg. 



60 80 ^' 10 

Beispiele : 

I. Ein Körper bewegt sich gleichfönnig und legt in t = 26" einen 
Weg s = 80° zurück, wie gross ist seine Geschwindigkeit? 

Aus (1) folgt v = y = 1^=3,07». 

II. Ein Schlittschuhläufer bewegt sich mit 8° Geschwindigkeit vor- 
wärts, in 6 Minuten (6 • 60 = 300") wird er den Weg zurückgelegt haben 

2400 
8 = v.t = 8. 6. 60 = 2400'» oder ^^ abg. Va Meile. 

IIL Um die Geschwindigkeit eines Wasserlaufes zu bestimmen, be- 
trachtet man* einen schwimmenden Gegenstand, welcher auf einer Weg- 
länge des Wasserlaufes s=120'°, t=160" gebraucht, die Geschwindig- 
keit des Wassers ist sonach v = — = ,^ = 0,8". 

IT« Ein Eisenbahnzug, welcher einen Weg zwischen zwei Stationen 

von 9 Kilom. = 9000° in 20 Minuten zurückgelegt, hat die mittlere 

s 9000 
gleichförmige Geschwindigkeit von \ z= — = ——— = 7,5". Hierbei 



*) Der Weg bei einem Umgang ist 2rir, bei n Umgängen in der Minute 2ricn, 
also in einer Sekunde v = — —^ — . Siehe d. betr. Tabelle im Anhang. 



i 
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Ednd also etwaige Unregelmässigkeiten in der Bewegung zwischen den 
Stationen lüclit in Rücksicht gezogen. 

V. Die mittlere Geschwindigkeit eines Personenzuges sei 7 Meilen 
in der Stunde, derselbe wird also iu 3 Stunden ein Weg durchlaufen 
haben von 

s = vt=7-3 = 2l Meilen. 

Bemerkung 1. Im Eisenbahnbetrieb verwendet man eine ähnhebe 
graphische Darstellung zur besseren Übersicht der sich auf der Strecke 
befindlichen lahrplanmässigeu Eisenbahnzüge, wie oben. 
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Man trägt hier die Zeit ^in Minuten) auf eine horizontale Linie und 
senkrecht hierzu die Anzahl der Kilom. der ganzen Strecke. Fig. 7. 

Wir nehmen zwischen den Stationen A imd D 12 Kilom. an, B von 
A zu 4 und C von B zu 5 Kilom. Die Linie AE ist in Minuten geteilt 
und zwar innerhalb der Fahrzeit 6 Uhr 30' imd 6 Uhr 18', das sind 
48 Minuten. Zug I gebraucht nach B 8 Minuten, halt jetzt 2' (a), fährt 
nach C, Fahrzeit 12', hält 4' (b), gelaugt nach 6' iu D an. Zug II 
lährt zu derselben Zeit von A ab als I von B; er lährt bis C durch, 
und gelangt dort 4' später an als I abfährt; hält sich 6' auf und fährt 
als Zug II* mit Aufenthalt von 2' in B zurück nach A. 

Zug ni wird 5 Minuten später von D abgelassen als I von A, näm- 
lich 6 Uhr 35', er fährt durch und gebraucht im ganzen 17' nach Sta- 
tion A; er begegnet I zwischen B und C und II zwischen A und B. Die 
Begegnung von III und I findet, wie aus den oberen Zahlen ersichtlich, 
um 6 Uhr 44' statt, während Zug II' 6 Uhr 18' in A anlangt, in E. 
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Bemerkung 2. 1) Bewegt sich ein Punkt in einem Kreisbogen, 

dessen Radius r = 6", Fig. 8, mit 7 = 3" üm- 
^*^®- fangsgesch windigkeit, dann gebraucht derselbe zu 

einem Umgang die Zeit nach Gl. 5 ' 

t = l£^ = ^:i^ = 10,2 Sek. 
V 3 

2) Um eine Stadt, deren Durchmesser 1,8 Eilom. 

ist, in einer Zeit von IV4 Stunden oder t=76-60= 

4500" zu umfahren, musste man mit der Geschwin- 

,. , .^ 2t% 2.900.3,14 ,^.^. 

igkeit v = — = ^^^^2— = 12,66-, 

also bereits mit Schnellzuggeschwindigkeit fahren. 

3) Ein Schwungrad, dessen Halbmesser r = 2,6°, soll sich mit einer 
Maximalgeschwindigkeit von v = 10° drehen, wieviel Umdrehimgen in 
der Minute darf es machen? 

Aus (5a) folgt 

60.V _ 60.10 TTmcönco 

^ = "27^ = 2 . 2,6 . 3,14- = ^^'2 ^rngBXige. 

v-T, • lOv 100 .^ 

Naherungsweise n = = = 40. 

r ZyO 

4) Eine Riemscheibe dreht sich in der Minute n == 120mal herum 
und hat einen Durchmesser von 0,8°, wie gross ist ihre Umfangsgeschwin- 
digkeit? 

0,8.3,14.120 _ 

V — gQ — 0U,44 

6) Die kleine Betriebsriemscheibe eines Ventilators, deren Durch- 
messer 160°", macht n = 1200 Umgänge in der Minute; es bewegt 
sich somit ein Punkt am Umfang der Scheibe mit / 

V = ^60.3,14.1200 ^ ^Q QQQ_ _ jQ„ Geschwindigkeit. 

6) Der Erdumfang am Äquator ist 5400 Meilen, ein Punkt gebraucht 
hier für einen Umgang die Zeit t = 24 Stunden. Nach Gl. 6 ist sonach 
die Geschwindigkeit desselben 

V = -^ = 24 . 60 . 60 "^ ^'*^ ^^^^® ^ ^^^ ^^^'' ^ ^^^ 

V = 1''' = 469" abgerundet. 

lü 

VI« A ist 8 Kilom. von B entfernt. Es wird ein Bote von A nach 
B geschickt, er gebraucht hierzu IV» Stunde. Ein anderer Bote wird 
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dem ersteren */* Stunde später nachgesandt, dieser gebraucht aber von 
A bis B nur 1^3 Stunde; wird der zweite Bote den ersten noch vor B 
erreichen? 

Es ist s = 8000" und die Zeit, welche der erste Bote gebraucht, 
zwischen A und B 1,6 • 60 • 60 Sekunde, also seine Geschwindigkeit 

v= -— = TT — />/> />/> = 1,48". Die Geschwindigkeit des zweiten Boten ist 
t 1,5 • dO • 60 

__8000__ 

*~ */, -eo-ßo ~ ' • 

Um nuii einen gewissen Weg s, zu erreichen, ist die Zeit des ersten 
Boten t = — ^, die des zweiten aber 16 Min. -\ — - = 900" H — -, beide 

V V, Vj 

Zeiten sind gleich, also 



^ = 900. + ^° 



V Vi 

hieraus ergiebt sich der zurfickgelegte Weg beider Boten bis zum Zu- 
sammentreffen derselben, 

— — — = 900 und (a) 

J= _^ = _^9QQ_^ = 10 960-. 

V Vi 1,48 1,67 

Es folgt somit, dass der zweite Bote den ersten nicht mehr erreicht. 
Würden beide mit demselben Schrittmasse weiter gehen, so würden sie 
erst bei ungefähr 11 Kilom. (10,950 Kilom.) von A entfernt zusammen- 
treffen. Der erste Bote gebraucht P/g St. oder 90 Min., der andere nur 
1^3 St. = 80', geht aber 15' später ab, also gebraucht im ganzen 95'; 
folglich muss der erste Bote 6' warten, bis der zweite in B anlangt. Ist 
allgemein die Zfeit des Abganges des zweiten Boten von A t«" später, 
dann treffen sie zusammen nach Zurücklegung eines Weges Gl. (a) ent- 
sprechend von 

So = —z 7— = to — Meter. . . . . (b) 

J L Vj — V ^ ^ 

T Vi 

Sind die Geschwindigkeiten beider gleich, dann treffen sie nie zu- 
sammen, weil für v^ = v, s« = CX). • 

Sollen beide gleichzeitig in B zusammentreffen bei Abgang des zwei- 
ten Boten um to = 800" = 13^8 Min. später, dann setzen wir, weil 

w 
8^ = 8000", 8000 = 800 -^ — . Ist wieder die Geschwindigkeit des 
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zweiten Vi = l«/8" i. d. Sek., dann folgt v aus 8000 = 800 



v-*/: 



s 



v=-^- = l»/,» i. d. Sek. 

Der erste Bote gebraucht dann zwischen A und B die Zeit 

t = -^^ = 5600" = l«/9 Stunden. 

VIL Beträgt die Entfernung zwischen zwei Orten P und Q s", ist 
die Geschwindigkeit eines Boten v", die eines anderen n mal so gross, alsa 

nv"; dann gebraucht der erste die Zeit, um s zu durchlaufen t = — , 

imd der andere t. = — Sek. Der zweite Bote kann also um t>" später 

nv 

abgehen, und muss tj 4" t* = t sein, wenn beide zusammentreflFen sollen. 

Aus obigen beiden Zeitbestimmungen folgt s=:vt=nvti oder t=nti, 

weil aber tj = t — t«, so wird t = n (t — to) oder 

t 

^=t=:t:- 

Gebraucht der erste Bote t=l St. zwischen P und Q, geht der 
zweite to= Vg St. später ab, dann muss der erste natürhch noch ein- 
mal so schnell gehen, weil n = ^j yj~ = 2. 

VIIL Drei Orte, M, N, hegen in den Entfernungen s" und s^" 
von einander. Vom mittleren Ort N geht ein Bote B^ na«h 0. Er ge- 
braucht zu der Entfernung Sj die Zeit T^ St. ; ein anderer Bote B, geht 
von M ab, und gebraucht die Zeit T, imi von M nach zu gehen, 
also T St zur Zurücklegung des Weges s + s^. Die Geschwindigkeit des 

(a) ersten Boten ist Vj = />,. A m > die von 

Sollen beide gleichzeitig in zusammentrefifen , dann müssen die 
Zeiten gleich sein T = T^ und es verhalten sich die Geschwindigkeiten 

V 8 

Vj imd V, durch Division der Gl. (a) und (b), folgendermassen —^ = —^ — , 

(c) hieraus folgt die Geschwindigkeit des Bj, v = Vi — ^ . 

s 

Sind die Orte gleichweit entfernt s = 8i, dann ist die Geschwindig- 
keit des zweiten Boten v = 2vi doppelt so gross wie die des B^. 
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Sollen sie in der Mitte zusammentreflfen, so ist die Weglänge dea 
ersten Boten in der Zeit t, -^Sj = v^t; die des Bg aber in derselben 

Zeit 8-t--s^ = vt. 

Aus der ersten dieser Gl. folgt t = -0^—; in die zweite eingesetzt, wird 

+ Sj Sj 

Hierin v und v^ aus (a) und (b) eingeführt, um nur von den ge- 
gebenen Verhältnissen abhängig zu werden, folgt 

s + -^ = -f^ "C ^ , hieraus wird 

T, =T-?^t!L (d) 

s + Si 

Wenn s = 6000", Sj = 4000™, und B^ die Zeit T = 6 St. gebraucht 
Ton M nach 0, so muss der erste Bote zwischen N und die Zeit 

2 ■ 6000 + 4000 ^ üQ. oA/...^- u 1. 

Ti = gQQQ I ^QQQ 6 = 9,6 St. = 9 St. 36' noüg haben. 

Die Geschwindigkeit des ersten ist dann 

T = ^' - ^QQQ -0116- 

* 3600T, ~ 3600-9,6 — "'^^" ' 
die des anderen 

v = -l±l»- = J0M_ = 0463"' 
3600 T 3600-6 "'*"^ ' 

Beide treffen dann in der Mitte zwischen N und zusammen. 
Zur Zurücklegung des Weges s -[" -^ = 8000"* gebraucht Bg die 

Zeit t = 7r-7^^ = 17 200 Sek., dieselbe Zeit gebraucht Bj von N zu 
u,4d3 

seinem Weg -|-, nämhch t = |^ = 17 200" oder ^ = -^=4,8St. 

= 4 St 48', sonst wäre kein Zusammentrefifen in obigem Sinne möghch. 
IX. Es liegen drei Orte A, B, C in den Entfernungen AB = s und 
und BC = Sj". Es braucht ein Bote von A nach C die Zeit T St., ein 
anderer die Zeit Tj St. Die Geschwindigkeiten beider sind v, der Zeit T 
und Vj der Zeit T^ entsprechend, 

^ s-t-s^ ^ s + s ^ 

^ 3600 T ' ^' 3600 Tj * 
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Geht der erste Bote Bj von A ab, der zweite To St später von B, 
unter welchen Bedingungen und wo treffen sie zusammen? 

Bj hat einen Vorsprung von To St. oder 3600 To", seine Weglänge 
in dieser Zeit ist 3600 ToV°, beide gehen jetzt in einer gewissen Zeit t" 
ihre gewohnten Schritte weiter und kann B, Bj nur, nachdem er den 
Ort B durchschnitten hat, einholen; Bj gesamte Weglänge ist x = s-|-y 
= 3600ToV + vt. Der andere Bote legt während der Zeit t die Weg- 
länge y = Vjt zurück, die allerdings grösser oder kleiner als s^ sein kann, 
weil der Bote B, von B aus abgeht; wir erhalten hieraus die Bedingungs- 
gleichung y = Vjt in X eingesetzt x = s + v^t = 3600 ToV + vt und die 
Geschwindigkeiten v und v^ eingeführt, 

X ist hierbei die Weglänge des Ortes von A aus, wo beide zusammen- 
trefifen. 

Die letzte Gleichung Uefert die Zeit des ZusammentreflFens nach Ab- 
gang des zweiten Boten von B aus gerechnet 

X _ ofiAA Ti[sT — (s + sJTq 

'-'''^ (s + sJ(T,-T) • 
Sie treffen nie zusammen, wenn T^ = T, dann wird t = CO. 
Gehen sie beide gleichzeitig ab, dann ist T« = und 

T sT 
t = 3600 y ^ 

Der Ort des ZusammentreflFens von B aus findet sich aus 

S I R 

y = Vjt = -^^^TTT-T^— t, von A aus gerechnet, aus 

x = s + y = s + Vit. 
Gebraucht der erste Bote von A nach C, T = 4 St., der andere aber 
nur Ti = 2 St., geht der zweite Bote von B, To = 3 St. später ab als der 
erste von A und sind die Entfemimgen s = Si gleich, dann ist 
^ ^ 3600.- 2 [3.4- 2s. 3] ^ g^^^,, _ ^ g^^^^ 
2s (2 — 4) 
Nachdem also der zweite Bote 1 St. von B aus unterwegs ist, wird 
€T mit dem ersten zusammenkommen in einer Enfemimg von A 

, s + s, , , 2 . s . 3600 „ „ , , . n 

^ = ^+36ÖÖTr^ = ^+ 3600^2 =^^ ^' ^' ^^ ^' 
X« Ein Körper kommt mit der Anfangsgeschwindigkeit c = 20" an, 
Fig. 9 , und läuft mit der Beschleunigung p = 3" eine schiefe Ebene 
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herab*); welchen Weg legt ^ in t = 6 Sek. zurück? In den beiden For- 

mehi (2) und (3) ist gegeben c = 20; 

+ p = 3; t = 6; die Endgeschwindigkeit v ^**- ^• 

wird aus beiden eliminiert, sie kann in der 

Angabe nicht mit enthalten sein. 

V ~~~ c 
Aus +p = — - — folgt^pt=v — c und 

v = c + pt, ins = — ^ — t eingesetzt, folgt 
^^ pt_-f^+_c ^ ^ ^^ _|_ i^^p^2^ ^g 2ahlen 

eingesetzt, 

8 = et + V2 Pt^ = 20-6 + Vg 3 . 36 = 174». . • (6> 
Die erlangte Endgeschwindigkeit aus (3) ist 

v = pt + c = 20 + 316 = 38". 
XI. Würde der Körper statt zum Berge herunter zu laufen, mit der- 
selben Anfangsgeschwindigkeit 6 = 20" vor dem Berge anlangen und mit 
p = — 3" Verzögerung in einer Sekimde hinauflaufen; dann ist der Weg, 
den er in t=6" zurücklegt, 

s = et — V2 pt« = 20 . 6 — V2 3 . 36 = 66». . . (6a> 
Die Lösimg ergiebt sich aus . der vorigen Aufgabe, indem wegen der 
verzögernden Bewegung p negativ gesetzt wird. 

Die Endgeschwindigkeit v ist hier, weil der Körper immer langsamer 
läuft, V = — pt + c = c — pt = 20 — 3 . 6 = 2°. 

Der Körper wird stehen bleiben, wenn die Endgeschwindigkeit v = 0, 

c 20 
= — pt oder c =; pt, wenn t = — = -— = 6 ^/j", also der Körper 

6*/8 Sek. Zeit zur Bewegung gebraucht hat. 

Diese Zeit Uefert den grössten Weg, den der Körper überhaupt bis 
zum Stillstand, v = o, zurücklegen kann, mit der Anfangsgeschwindig- 
keit c = 20", nämUch 

8 = 20.6% -V2 3 (6%)« = 66V. 
XIL Derselbe im vorigen Beispiel angeführte Körper würde nach 

t = 10" noch einen Weg mit der Verzögerung p = — 3 zurücklegen 

von (GL 6 a). 

s = 20.1p—V2 3. 10^=50". 

*) Wir werden weiter unten auf die Abhängigkeit vom Neigungswinkel znrück- 
kommen, fBr die anfängliche Darstellung von p genügt uns die schiefe Ebene oder 
ein Berg ▼ollkommen. 



14 Die Bewegungslehre. 

Dieser ist kleiner als der in der kürzeren Zeit t = 6*/5"; folglich 
ist der Körper, nachdem er den- obigen Weg von s = 66 %" zurückgelegt 
hatte, einen Augenblick stehen geblieben und nun wieder zurückgelaaf<^, 
und zwar bei c = Anfengsgeschwindigkeit mit der Beschleunigung 
p:=3'". In 10" hat er die negative Endgeschwindigkeit 

v = — pt + c = — 3.10 + 20 = — 10»; 
der Rücklauf für sich allein betrachtet, geschieht in der Zeit 

t=10 — 6«/8=3V8Sek. 
Für diese Zeit wird, weil c = 0, p = + 3 

8 = + V, Pt» = V, 3 (3'/3)* = 16%-. 
Subtrahiert man diesen vom grössten Weg 66*/,, dann erhält man 
auch 50". 

pt* 

Bern. Aus der Gl. s = et — V2 P** findet sich für s = 0, et = -~— 

2c 2 • 20 
und hieraus t = — = — - — = 13^3 für obige Fälle. 

Der Körper hat den Weg s = 66^/8 zweimal zurückgelegt, verzögernd 

13 V 
nach oben, in der Zeit — -^ = 6% Sek. und ohne Anfangsgeschwin- 

t c 20 
digkeit in 6*/8" nach unten, denn es ist -^ = — = — = 6*/3. 

Z p o 

Setzt man in v = — pt + c, t= 13 Vs ein, dann wird die Endge- 
schwindigkeit des Körpers 

V = — 3 . 13 Vs + 20 = — 20, 

das ist nichts anderes als die obige Anfangsgeschwindigkeit, die er hatte, 
als er den Weg öö^/g" verzögernd antrat; denn für c = folgt wieder 

s = +% 3.(6 «/3)« = 66V. 

{7) Führt man die Zeit t = — aus v = c — pt = gesetzt, welche er 

also bis zur Ruhe gebraucht, in s = et — V« P** ein, dann folgt auch 
der grösste Weg abhängig von c und p, nänihch 

<8) s = cy-V2P^=V2y. 

Für c = 20, p = 3 folgt wieder s = 66 V3. 

XIII« Es bewegt sich ein Körper beschleunigend mit der Anfangs- 
geschwindigkeit c = 2" und erlangt für p = 1 ,6" Beschleunigung eine 
Endgesch\\indigkeit v = 12", welchen Weg hat er ziuückgelegt? 

Eliminiert man aus den beiden Gleichungen (2) imd (3) die Zeit t, 
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in dem man aus der zweiten Gl. t== in die erste einsetzt, dann 

P 

findet sich 

8 = ^t = :^.^^=:^^; ... (9) 
2 2 p 2p ' ^ ^ 

Die Werte eingesetzt 

12« — 2^ 

^ = -27TT6- = ^^''5-- 

Ist die Bewegung eine verzögernde, dann wird 

8 = = — ^ , (9a) 

2p 2p ' ^ ^ 

xmd für v = folgt wieder s = -^ derjenige Weg, den der Körper 

zp 

zurücklegt, bis er zur Ruhe kommt. Gl. 8. 

XIV. Ein Körper läuft ohne Anfangsgeschwindigkeit mit einer Be- 
schleunigung p = 12" abwärts, wie gross ist seine Endgeschwindigkeit, 
nachdem er einen Weg s = 50'° durchlaufen hat? Hier ist c = 0, die 
Zeit t kommt nicht in Betracht, folglich können wir die eben entwickelte 

v' 
Formel Gl. 9 für c = verwenden, dann aber wird s = -rr- und hieraus 

2g 

v = y^ = y2. 12-50 =38,48». . . . (10) 

XV. Hat ein Körper einen Weg s = 1000" bei der Anfiangsgeschwin- 
digkeit c = 0,5" und in der Zeit von zwei Minuten zurückgelegt, wie 
gross war die Beschleimigung? 

Zur Entwickelung von p können wir hier Gl. 6 verwenden, und zwar 
folgt aus derselben V8pt* = s — et und somit 

2(s-ct) _ 2(1000-0,6.2.60) _,,,, 

P~ t« "" (2.60)« -",1^. 

XVI. Ein Punkt hat die Anfangsgeschwindigkeit c = 6" und erreicht 
in einer Viertelstunde die Endgeschwindigkeit v=100", welchen Weg 
hat er zurückgelegt? 

Setzt man v = 100, t = 15 . 60 = 900, c = 6 m s = ^^t_5 1 ein, 

dann folgt s = 47 700" = 6 • 36 Meilen. 

Seine Beschleunigung hierbei war in der Sek. 

V— c 100—6 ^,^,„ 

p=-r-=-9öö- = 0'^^^- 

XVII. Ein Körper legt ohne Anfangsgeschwindigkeit bei p = 10" 
Beschleunigung einen Weg s= 12 000" zurück; in welcher Zeit? 
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Aus den beiden Gl. 2, 3 folgt für c = 

vt , V 

s = -2" undp = y. 
Die letztere liefert v=pt; in erstere eingesetzt, folgt s=p-^, hieraus. 

(11) . t = j/^= ^I^^= 48,99 abg. 49 Sek. 

XVIII. Die Endgeschwindigkeit eines sich mit der Beschleunigung^ 
p = 2" bewegenden Punktes in der 2eit t = 4" sei v = 16"; wie gros& 
war die Änb-g^ge^windigkeit? 

Aus p = ^—-^ (Gl. 3) folgt 

pt = v — c und c = v — pt= 15 — 2-4= 7". 

XIX. Bewegt sich ein Körper gleichförmig mit der Geschwindigkeit 
w = 5" in der Sek., und legt den Weg s = 500" zurück; ein anderer 
Körper bewegt sich beschleunigend und legt in derselben Zeit den glei- 
chen Weg zurück, wie gross muss die Beschleunigung im letzteren 

Fall sein. 

s 

Aus (Gl. 1) folgt t = — . Die Zeit abhängig vom Weg und der 

Beschleunigung haben wir bereits in (Gl. 11) entwickelt, beide Zeiten 
gleichgesetzt, wird 

s 1 /'äs' ,. 2w« -2.5« ^,„ 

— =1/ — , hieraus p = = = 0,1". 

w f p s 600 

XX. Ein Körper, welcher mit der Anfimgsgeschwindigkeit c = 10* 
und der Beschleunigung p = 6" einen Weg s = 800" ziuücklegt, hatte 
hierzu wieviel Zeit nötig? 

Aus der Formel (6) s = et + Vj P^*> welche den gegebenen Bedin- 
gungen entspricht, muss t entwickelt werden. 

Nach den Grundsätzen der Gl. 11 Gr. folgt durch V2 P dividiert^ 

— = h t', und hieraus entwickelt sich 

P P ^ 

^_ — c±yc^+2sp 

p 

Setzt man die Werte ein, dann erhält man 

^^-io±Vioo + 2.^^^ ^g ^^^ _ 2,s^, 



Für uns gilt hier nur das positive Zeichen, also t= 16 Sek., das- 
negative Resultat hat nur einen numerischen Wert. 
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Hatte bei der gleichen Beschleunigung p = 5" der Körper 
keine Anfangsgeschwindigkeit, dann sind in 

s = V, pt^ 
die Werte eingeführt, und t berechnet 

t==±l/— = + 1/320^=+ 18''. 

Selbstredend kann auch hier von keiner negativen Zeit die Rede sein. 

XXIL Bewegt sich ein Körper verzögernd mit p = — 5" Verzöge- 
rung, einer Anfengsgeschwindigkeit c = 10° und wird nach der Zeit ge- 
fragt, in welcher er den Weg s = 800" zurückgelegt, so ergiebt sich 
aus (6 a) 

s = et — V2 P**> ^® 2^^^ ^ entwickelt 

^_ + c±'V^c^ — 2sp 

p 

Sobald c*<128p kann der Körper den fraghchen Weg überhaupt 
nicht zurücklegen, weil er schon vorher stehen bleibt, die Wurzel wird 

dann imaginär. Im AugenbUck, wo 28p = c* wird die Wurzel Null, dann 

c« 
tritt die Bedingung der (Gl. 8) in Kraft s = V: 



* p 



In obigem Beispiel ist die Auflösuing unmögUch, weil thatsäxiilich 

10* 
10» < 2 . 800 . 5. Der grösste Weg ist hier s = V2 -r" = ^O» ; die 



+ 10 
diesem Weg entsprechende Zeit t = -^ — = 2 Sek. 
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Die Mechanik der festen Körper. 

Der Körper. 

Begriff ron Masse, Gewicht, Beschlennigung nnd Kraft 

Während wir uns unter Punkt ein bewegungsfahiges Körperteilchen, 
Molekül, Atom ohne Ausdehnung und Masse vorgestellt haben, welches 
unter Einwirkung einer sichtbaren oder unsichtbaren Kraft irgend eine 
Bewegung erhält, so denken wir uns den Körper als einen grösseren 
oder kleineren Raum von einer ge^^'issen Ausdehnung, Länge, Breite, Höhe, 
regelmässig oder imregelmässig gebildet, dessen Inneres mit einer ent- 
sprechenden Masse, Materie erfüllt ist, wodurch der Körper für uns greif- 
bar, und wenn wir ihn erfassen, durch sein Gewicht füldbar wird. Gleich- 
zeitig verbinden wir aber auch mit diesem Begriff den der Starrheit, oder 
sagen >vir Festigkeit, Sicherheit gegen das Zerstören, sodass, wenn eine 
Kraft einwirkt an irgend einer Stelle, sie sich durch alle Teile des Kör- 
pers in derselben Richtung fortsetzt; es ist also hiemach fiir uns gleidi- 
gültig, ob ein Köq)er gezogen oder gedrückt ^\'ird, er folgt infolge seiner 
Starrheit ohne Formveränderung. 

Die vorstehenden Erkläi-migen setzen einige uns bis jetzt fremdartige 
Begriffe voraus, Masse und Gewicht, die ofienbar mit Kraft im Zu- 
sammenhang stehen müssen ; denn naturgemäss können wir ims, wie schon 
zu Anfang erwähnt, eine Bewegung ohne Kraftwirkung nicht vorstellen. 
Das Wesen der Kräfte müssen wir demnach aus der Natur zu schöpfen 
suchen, und lehrt uns die Physik (d. i. die Naturkunde, Naturwissen- 
schaft) thatsächlich dassell)c erkennen, insoweit, als sie uns eben in die 
Geheimnisse der Natur einblicken lässt. 

Die zunächst liegende Natm-kraft bietet mis zur Verwertung der 
Mensch, das Tier, überhaupt jedes organische Wesen selbst durch 
seine Köiperstärke (Körperkraft), mit der es heben, schieben, Körper in 
Bewegung, Umdrehung vereetzen kann. Entfernter hegen schon die Ge- 
wichte, die erst durcli eine Kraftmrkung gehoben werden müssen, ehe 
sie zu einer Leistung verweilet werden können. Das Wesen der Kraft 
liegt bei denselben in der Anziehungskraft der Erde, das Bestreben 



«lies jeden Körpers sich dem Wittelpuiikt der Erde zu nahem. Dieses 
Eestri'lieii hjit aber auch jedes organische Wesen, welches mit seinem 
Körpergewiclit auf die Oberfläche der Erde drückt, somit kann ein sol- 
ches in zweierlei Uinsicht tbätig sein : durch sein Gewicht und durch seine 
innere Kraft. Dos Gleiche gilt alier auch von der Wasserkraft. Das 
fliessojide Wasser sowohl, welches wir im Laufe zu hemmen suchen, da- 
mit es durch seinen hierdurcli erfolgten Stoaa tider Druck eine Kraft aus- 
Üht. als das stehende Wasser, welches als Waasergewicht sinkt und hier- 
durcli, z, B. durch Venuitteluug eines Rades treibend wirkt, — haben 
immer das Bestreben sich dem Mittelpunkt der Erde zu nähern, senk- 
recht zu lallen oder bergab zu tliessen. Auch die Luft ist dieser bo- 
^^natinten Schwerkraft unterworfen, welche freiUch infolge einer noch 
Sliäter zu erklärenden Eigenscliaft (ZusammendrUckharkeit. Elastizität) 
auch in besonderer Weise ausgenutzt wird. Erst weun bei dieser noch 
ein anderer Faktor, die Wärme, hinzutritt, dann kommt aie in Bewegung. 
Die warme Luft steigt uach oben, weil sie leichter wird, zieht die kalte 
nach, und den jetzt entstandenen Wind &ngen wir als Betriebskraft (mo- 
torische Kraft), herrührend von den verschiedenen Lufteü-öuiungen auf 
■ Erde, in geeigneter Weise auf. 
Der Dampf als motorische lü'aft ist ebenfalls ein Produkt der 
kann also auch nicht zu den absoluten Naturkräften gereclinet 



Die magnetischen und elektrischen Kräfte, welche teils durch 
mg, teils durch Reibung entstehen, sind in ihrem mneren Wesen 
p jetzt noch nicht hinreichend, genau genug erklärt, obgleich sie den- 
ii, wie bereits bekaimt, genug Anwendtmgen gefunden haben. 

Aus allen diesen ist ei-siclitlich , dass die Anziehungskraft der Erde 
I »he Wanne im Wesen der Kräfte eine hervorragende Rolle spielen. — 
Jeder Körjjer ist also erfiillt mit einer ihm besonders cliai-akteristischen 
, Stoff, nach welchem der Körper beuaunt wird, Holz, Eisen, 
8, w. Nehmen wir nun drei Kugeln ziu- Hand von gleicher Grosse, 
t Holz, Stein und Eisen, und erteilen wir denselben durch drei gleiche 
F die dj-ei Kugeln wirkende Kräflo eme Bewegung auf ImrizontaJer Bahn, 
I werdet) sie, plötzUch gleichzeitig aufgehalten in ihrem Laufe, einen 
leichen Druck auf die Hand ausüben, die Holzkugel den geringsten, 
i Etseiikugel den grössten Druck, weil ihre Massen, ihr Stoff verschie- 
be Wirkungen äuseera. Damit sie den gleichen Druck ausüben, müssen 
i denelben Bewegungsgrösse die Kräftewirkungen verschieden sein und 
I ' gteiclieni Verhältnis zu den Masseu (Materien) stehen, aus denen die 



so 
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Körper, die Kugeln, gebildet sind. Lassen wir über niif jede der H 
ohne Aiifhiiren eine Kraft wirken, dann werden die letzteren eine hesclileu- ' 
iiigtc Bewegung annehmen. Der Grund ist leicht eiliitiisehen. Ein in Be- 
wegung gesetzter Körper wird, nehmen wii' der Einütchlieit wegen wieder 
eine horizontale Bahn an, wenn die Ki'aft nur einen Moment gewirkt hal, 
80 lange seine Bewegung beibehalten, bis die Kraft der Bewegung von der 
entgegenwirkenden Luft oder Reibung der Unterluge verzehrt ist. Wirkt 
aber die Kraft unaufhörlich auf den Körper ein, so wird die Bewegung 
immer stäiker und stärker, weil die Massenteilchen immer mehr uud mehr 
sogenannte lebendige Kraft in sich aufspeichern; lebendig, woii die an 
und für sich toten Massen durch die Bewegung scheinbar lebendig er- 
scheinen, und die immer gleichfoit wirkende Kiaft einen immer gi-össeren 
Schwung in der Bewegung infolge der Masse oder des Gewichtes dea Kör- 
pers ei'zeugt. Ein herabrollender Stein wird von der Anziehungskraft der 
Erde unten mit grosser Geschwindigkeit ankommen, während vr obeai gar 
keine hatte, in Ruhe war. Ein auf einer Achse drehbares Rad wii-d sich 
immer leichter und leichter drehen lassen, weil die sich drehenden Massien 
diu^h die Ki-aftwirkung immer mein- Schwungkraft bekommen, wo<Iurch 
eben, wenn die Ki'aft stets dieselbe, eine immer steigenide Bewegung er- 
zeugt wird. Eine Kraft erzeugt also eine Beschleunigung; je mehr Masse 
der Körper in sich birgt, je niehi' er wiegt, können wir uns auch «us- 
driicken, um so grösser muss die Ki'aft sein, welche ihn überhaupt in 
Bewegung setzen soll. Würde die Masse plötzlich äne grössere, der Kör- 
per plötzlich schwer werden, dann würde bei der gleichen Kraftwirkung 
die Bewegung sofort eine geringere werden müssen. Hieraus zi 
wir den (mathematischen) Schluss, dass naturgemäss die Kridt der S 
direkt, aber die Beschleunigung der Masse indirekt proportional ist, ( 
(bese drei Gnissen mit m, K, p bezeichnet, sein muss, 

K 

m^- — . 

P 
Die Masse wäclist mit der Ivraft, wini alwr kleiner, wenn dis] 
achleimigiuig grösser wird. Bezeichnen wir die Anziehungskraft der S 
also das Gewicht eüies Körpern mit G und die Beschleunigung, mit | 
die Erde auf jeden Körper einwirkt mit g, so mus.s flir diesen i 
Fall auch sein 

G Gewicht 

(13) . ni=-=^^^^^,--j-^-, 6 = mff. 

In ihcser Fonnel kommt es nur noch darauf an, den Wert p1 
zustellen, zu konstatieren, dajw ei- wirklich Cm alle Körper gleich gross H 



(13) 
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Diese Thatsache hat aber bereits Galiläi (1590) durch direkte Ver- 
suche dargelegt. Er Hess vom schiefen Turm zu Pisa verschiedene Kör- 
per, denen die Luft keinen Widerstand bot, herabfallen imd fand einen 
für alle Körper gleich grossen Zuwachs an Geschwindigkeit. Der pisaner 
Turm hat eine Höhe von h = 54,6" imd gebraucht ein Körper die Zeit 
t = 3,33 = SVs Sek. zum Herabfallen, ohne Anfangsgeschwindigkeit. 
Setzen wir in GL 6, c = o, s = h, p = g, dann folgt 

h= V2 gt^ lu^d hieraus die Erdbeschleunigung . . (14) 

g = 4^ = -^3*r- = 9'808" (15) 

Einem Gewicht von G= 10000 Klg. entspricht die Masse 

G 10 000 .^^Q^, 

Wirkt auf eine Masse m = 1019 Klg. die Kraft K = 600 Klg., so 
entspricht dies der Beschleunigung p = ^ = 0,589". Um die Be- 
schleunigung g = 9,808" zu erlangen, muss die Kraftwii-kung natürhch 
dem Gewicht gleich sein. 

Lässt man in einer luftleeren Röhre eine Feder neben einer Blei- 
kugel (ohne Anfangsgeschwindigkeit) fallen, so kommen sie beide gleich- 
zeitig unten an, mid zwar wieder mit der Fallbeschleunigung g = 9 • 808". 

Wir werden noch weiter unten erkennen, dass sich die Fallbeschleu- 
nigung g in den verschiedenen Breitegraden ändert, im Norden ist sie 
grösser, nach dem Äquator zu kleiner, weil ein Teil durch die Schwimg- 
kraft der Erde zurückgehalten wird. Für Europa behalten wir die obige 
Zahl bei. 

Aus der Beziehimg (13) haben wir gefolgert, dass das Gewicht eines 
Körpers dem Produkt aus der Masse mit der Fallbeschleunigung gleich 
ist. Für einen andern Weltkörper, beispielsweise dem Mond, ist die Be- 
schleimigung nur 1,9". Dort wiegen die Körper ungefähr nur den fünf- 
ten Teil, wie auf der Erde; denn auch dort muss das obige Naturgesetz 

gelten. — Vergleichen wir zwei Gewichte G^ G, miteinander, deren zu- 

p 

gehörige Massen m^ m^, dann folgt aus den Beziehungen, m^ = — —, 

nij = — —y beide Gleichungen dividiert, da g in Wegfall kommt, ftir den 
S 

gleichen Weltkörper, 

— = -y^ oder mj : nij = Gj : Gg. . . . (16) 



m^ G2 
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Die Massen verhalten sich also wie die Gewichte derselben Kwper^ 
Für g = 1 würde m = G und lässt sich die Masse durch das Gewicht 
ersetzen. 

Zwei verschiedene gleich grosse Körper wiegen aber nicht darum 
mehr oder weniger, weil sie in sich mehr oder weniger Stoff, Materie 
bergen, sondern weil der Stoff zusammengedrängter, in seinen einzelnen 
Elementen dichter gelagert ist Je grösser diese Dichtigkeit, um so 
grösser das Gewicht. Wir können es wohl dahin bringen, 1 Kubikdec. 
Heu auf ein Minimum zusammen zu pressen, es wiegt aber darum doch 
nicht mehr als Vio Kl^-? ^^ einzelnen Stoffelemente, besser Stoffatome, 
bleiben in derselben Dichtigkeit Zwischen Stoff (Material) und Masse 
besteht der Unterschied, dass die ersteren Ausdrücke für uns ein äusseres 
greifbares Erkennungszeichen abgeben, während die Masse für uns der 
allgemeine wissenschaftliche Ausdruck, eine allgemeine Bezeichnung fiir 
alle Stoffe, alle Materien ist 

Setzen wir für eine einheitliche Masse m = 1, dann wird diese mit 
9,81"* Beschleunigung von der Erde angezogen. Eine bestimmte Masse 
m, Eisen, Holz, Stein etc. wird aber mit der Beschleunigung mg ange- 
zogen und stellt uns diese Anziehungskraft das Gewicht der verschie- 
denen Körper dar. 

Dichtigkeit ist eine messbare verhältnismässige Lagerung der ein- 
zelnen Atome, ein relativer Begriff, den wir nur durch Vergleichung fest- 
stellen können. Man nennt die Dichtigkeit das spezifische Gewicht 
des Körpers, das ist dasjenige Gewicht, welches zu einer gleich grossen 
Wassermasse in einem gewissen Verhältnis steht. Man legt also die Dich- 
tigkeit des Wassers als Vergleichseinheit zu Grunde imd zwar für feste 
und flüssige Körper und bei 4° Wassertemperatur*). Die Vergleichsein- 
heit für gasförmige Körper ist die Luft (bei 0° Temperatur und 760°"* 
Barometerstand. Die Luft ist ungefähr 800 mal so leicht wie W^asser). 

In den im Anhang angeschlossenen Tabellen sind die wichtigsten 
spezifischen Gewichte zusammengestellt. 

Die (absoluten) Gewichte eines Körpers sind fiir uns greifbar, wir 
können sie unmittelbar dim^h Abwiegen bestimmen; allerdings benötigen 
wir auch hier eine Einheit BekanntUch liefert uns diese auch wieder 
das Wasser, indem wir das Gewicht von einem Kubikdec. Wasser ein 
Klg. nennen, und mit diesem alle anderen Körpergewichte vergleichen; 

*) Das Wasser ist bei 4* Wärme am schwersten, dichtesten, daher schwimmt 
Wasser von 0* und weniger, also Eis, oben und können organische Wesen im 
Wasser leben und sich bewegen. 
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d. h. abwiegen. Da nun das sp. Gew. eines Körpers mit einem gleich 
grossen Rauminhalt (Volumen) Wasser im Zusammenhang steht, so muss 
sich jedes absolute Gewicht aus dem sp. Gew. und dem Körpervolumen 
berechnen lassen. Ein Kubikm. Wasser wiegt y = 1000 Klg.*), ist a das 
sp. Gew., dann wiegt 1 Kubikm. des Körpers 70= 1000 a Klg. und 
V Kubikm. 

G = Y(jV = 1000 aV Klg. (17) 

Ein Kubikdec. wiegt, weil das Gewicht eines Kubikdec. (1 Liter) 
Wasser 1 Klg. 

Gi=aVKlg (17a) 

Setzen wir in Gl. 13 G = yaV ein, dann lässt sich die Masse eines 
Körpers auch ausdrücken: 

m = -i--J- (18) 

Für V= 1 Kubikm. eines Körpers, y= 1000 und g= 10 abg. ist 

1000 (j ... , ,,Q . 

m = — T^r — = 100 (j abg (18a) 

Die Masse von V = 10 Kubikdec. ist, weil y = 1 Klg. in diesem Falle 

m = T^r — = a Klg. abg (18b) 

Diese letzten Formeln bestätigen uns wieder den unmittelbaren Zu- 
sammenhang der Masse mit der Dichtigkeit. 

Beispiele: I. Ein Balken von 6" Länge, 0,3" Höhe, 0,25" Stärke 
aus Kiefernholz wiegt, weil c = 0,65, 

G = 1000 (j V = 1000 . 0,65 • 6 • 0,3 • 0,25 = 292,5 Klg. 

Da 50 Klg. = 1 Ctr., so ist das Gewicht 

292 5 
— lö^ - = 5,85 Ctr. = 5 Ctr. 85 Pfd. 

IL Wieviel wiegt eine gusseiseme Röhre von D = 0,22" äusseren 
Durchmesser, & = 20"" Wandstärke und 3" Länge? 
Der Querschnitt der Röhre ist 

-?^ |-(D — 2&)« = -^[0,22«— (0,22 — 2. 0,02)«] = 0,0126D-. 

Das Volumen V = 3 • 0,0126 = 0,0378 Kubikm. 
Das Gewicht, wenn c = 7,5, 

G = 1000 . 7,5 . 0,0378 = 283,5 Klg. = 5,67 Ctr. 

*) Ein Kubikm. Luft wiegt 1,29 Klg. 
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m. Wieviel Broncekugeln von d=0,12" Durchmesser können in einen 
Eisenbahnwagen von 200 Ctr. Tragtahigkeit geladen werden? Das Ge- 

wicht einer Kugel ist G = Ya — d*Klg., ist die Anzalil der fragUchen 

Kugeln n daiin folgt aus der Gleichung 

ny . (J . — d» = 50 . 200 = 10 000, y = 1000, 

c = 8,6, d = 0,12 eingesetzt, 

6 » 10 000 ...^ , 

n = = 1300 abg. 

1000. 8,5 -3,14 -0,12» 

IV. Eine Sandsteinplatte von 15''» Stärke, 80**" Breite und 1,2" 
Länge wiegt bei <s = 2,35 sp. Gew. 

G = 1000 aV = 1000 • 2,35 • 0,8 • 0,15 • 1,2 = 338 Klg. oder 

— T7^ — = 6,76 Ctr. 

V. Eine schmiedeeiserne Stange von 90°"" Diurchmesser soll nicht 
mehr als 300 Klg. = 6 Ctr. wiegen, wie lang darf sie sein? 

Ist d = 0,09° der Durchmesser, 1 die Länge, a = 7,6 das sp. Gew., 

dann folgt aus 300 = ^^ • 1 • 1000 • 7,6, 

300-4 

1 ;::^ g 2°» 

1200.71.0,09«. 7,6 ' 

VI. Ein Mühlstein von 0,25™ Höhe, 12" Durchmesser, 0,25" Augen- 
öfl&iung wiegt wie\del? Die beiden Diu^chmesser mit D, d; die Höhe mit 
h bezeichnet, ist das Steinvolumen 

V = (-^^ ^) h = -|- h (D« — d»), somit das Gewicht 

G = Y aV = 1000 . (j -^ h (D« — d«). 

Setzen wir für gute Steine c = 2,5, dann ist für meter allgemein 

G = 1960 h (D* — d«); 
obige Maasse eingeführt, folgt G = 675 Klg. 



K C 

Ehminiert man aus den beiden Fonneln m = — , m = — die 

K G 

Masse m, dann folgt — = — oder 

P g 
(19) P = ^8- 
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tUenvir die Beeaileunigiing, in dio ein beliebig Bcbw 
durcb eine Kraft K versetzt wird, unabhängig von seiner Masse aua- 
«üiiclcen, so lehrt uns die vorstellende Gleichung, dass wir stets von der 
Erdbeschleunigimg ul)hängen. Wenn wir von einer allgemeinen Beschleu- 
nigung reden wollen, so müssen wir sie uns erst künsthch hergestellt 
denken. 

Lassen wir einen Körper von einem gewissen Grewicht von einer 
schiefen Ebene henuiter Laufen, so ist die Beschleunigung, welche er heim 
IlerabroUen erfährt, von der Neigung der Ebene abhängig, d. h. von 
der Widerstandskraft, die ihn am freien Fall üuriickhält, es muss hier 
P<Cg werden. Ist sich der Köqier selbst iilwrlassen, dann ist die trei- 
bende Kraft K seinem Gewicht gleich; wenn keine Hindernisse vorhanden 
sind, dnnn ist p =^ g; wirkt aber der treibenden Ki'aft K ein Wideretand 
entgegen, dann wii-d K <C G. Ist die Beschleunigung p^Gjä", wiegt 
der KiHper (i = 800 Klg., dann ist ibe üeibende Kraft 



K=£« = 



6,3 . 800 



= Ö51 Klg., 



g 9,81 

und es wird also mit 800 — 551 = 249 Klg. Widerstandekraft entgegen- 
geariieitet. 

Wii- fanden oben Gl. 6 s = ct+'/*pt'i setzen wii- Gl. 19 ein, 
dann findet sicli der Weg eines Körpers mit G Klg. Gewicht, c" An- 
iJMigsge seh windigkeit, K Betriebskraft, abhangig von der Zeit t, 

(20) 



^H Setzt man Gl. 19 in (9) ein, dann folgt 

^^ G V* — c* m v' — c* ,-,„ , 

'' = -2i-^S— =^-K— • ■ ■ ''""' 
Aus der vorletzten Gleichung ersieht man, dass, wenn ein Köi'i>er 
">«* einer Anfangsgeschwindigkeit c ankommt und keine weitere Kraft- 
'""«»■kung vorliegt (also K = 0), ausser natürlich derjenigen Kraft, die den 
KörjK-r überhaupt zu seiner Anfangsgeschwindigkeit verhalf, er mit gleich- 
ftSpmiger Bewegung den Weg s = et in der Zeit t fortset;^!, weil dann 

•I. i6f = 0i,l. 

DiT scheinbare Widei'spruch in der Fonnel 6 = et, in welcher wir 

<üie Kraft voraussetzen müssen, weil sonst kerne Bewegung möglich, 

[_*»! doch dabei keine beschleunigte Bewegung folgern dürfen, hegt 

T ursprüngHchen Annahme, dass die Kraft überliaupt nur eine gleich- 

e Bewegung mit dei" Geschwindigkeit c eraeugen soll; naclidem sie 
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diese erzeugt, hört ihre Weiterwirkung auf. Die Kraftwirkung K und 
das Gewicht G (oder die Masse m) haben nur Einfluss auf eine veränder- 
liche Bewegung, ohne die ursprüngUche Kraft der Anfangsgeschwindig- 
keit vernichten zu können. 

Auf die Beziehungen 20 a werden wir noch weiter unten zurück- 
kommen. 

Die Kenntnis der Erdbeschleunigung giebt uns ein Mittel an die 
Hand, die Gesetze des freien Falles der Körper feststellen zu können; 
wir haben nur nötig in obige Formeln füi* p den Wert g = 9,808 ein- 
zuführen und den Körper frei fallen (-|- g) oder steigen ( — g) zu lassen; 
wie schon Seite 00 bemerkt, bleibt hierbei jede andere Kraftwirkung als 
das Gewicht ausgeschlossen; es wird K = G Gl. 19. Die Fallgesetze 
sind dann oflFenbar den Gl. (2) und (3) entsprechend, 

(21) .... s = -^p— t und ±g = — - — . 



Beispiele: L Ein Körper fällt ohne Anfangsgeschwindigkeit frei aus 
einer Höhe h = 50" herab, mit welcher Geschwindigkeit kommt er 
imten an? 

V* 

Setzen wir in Gl. 9 c = und p = g, dann folgt s = h = 



2g' 
hieraus (S. Anhang Tab. 3). 

(22) v» = 2gli und V = y 2gh = Y2 - 9,84 • 50 = 31,3". 

II. Ein Stein fällt in einen Brunnenschacht, dessen Wasseroberfläche 

h" tiefer als der Schachtrand hegt, er gebraucht die Zeit t=6", bis er 

an die Wasseroberfläche aufschlägt; wie gross ist h? Aus Gl. 2 findet 

vt V 

man fiir c = 0, s = -^ und g = -— , v eliminiert (oder in (6), c = 0- 

gesetzt), 8 = h = V2 gt' = V2 9,808 • 6« = 176". 

Hierbei haben wir die Zeit, welche der Schall gebraucht, um aus- 
der Brunnentiefe zu uns zu gelangen, nicht in Rücksicht gezogen, diese 
beträgt hier ungefähr V2 Sekunde. 

III. Wird eine Kugel aus einer Kanone senkrecht auf die Höhe 
h = 200" geschossen und hat die Kugel eine Anfangsgeschwindigkeit u" 
(beim Verlassen der Kanone), dann können wir die letztere aus Gl. 22 
bestimmen, nämUch 

u = y¥gF= y 2. 9,8 1-200 = 62,6". 
Denn ist die Kugel auf der Höhe angelangt (ihre Geschwindigkeit^ 
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ist Null), dann fällt sie mit der Erdbeschleunigung g wieder herab und 
muss mit einer Endgeschwindigkeit gleich der Anfangsgeschwindigkeit u 
unten anlangen. (S. auch Beispiel Xu, S. 14). 

IV. Schiesst ein Knabe mit einem Bogen einen Pfeil senkrecht in die 
Höhe h, und zählt, ehe er herabfällt t = 4", wie hoch ist der Pfeil ge- 
stiegen? 

Aus der im Beispiel (2) entwickelten Formel h = ^/, gt*, folgt (23) 



=|/!^ 



die Zeit des Herabfallens des Pfeiles: somit weil diese der 
g 

Zeit des Aufstieges gleich sein muss, ist die ganze Zeit t = 2[/ — 

oder hieraus h entwickelt, 

h = -|- 1^ = 1,22 t^ t eingesetzt .... (23a) 

o 

h=l,22.4« = 20^ 

V. Damit eine FUntenkugel, senkrecht in die Höhe geschossen, die 
Höhe eines der höchsten Berge h = 9000°* erreiche, müsste sie, aus der 

gr 

Formel des vorigen Beispieles h = -|- t' entwickelt, eine Zeit von 

o 

also fast 1 V2 Minute unterwegs sein. 

(Hier wie in den vorigen Beispielen ist der Luftwiderstand ausge- 
schlossen). 

VI. Schiesst man senkrecht nach unten und verlässt die Kugel den 
Lauf mit c = 100°* Anfangsgeschwindigkeit, welchen Weg wird sie in 
t = 5" zurückgelegt haben? 

Aus Gl. 21, V eUminiert, oder aus Gl. 6 für p = g folgt, 
8 = ct+ Vagt*= 100-5+ V2 9,81.52 = 623». 

VII. Die Zeit, welche die Kugel in Beispiel 3 gebraucht, um auf die 
Höhe h = 200" zu gelangen, folgt nach Gl. 23, 

^ Körper bewegt sich in diesem Falle verzögernd; die Anfangsgeschwin- 
*gkeit ist u = 62,6". 

Zur Berechnung der Höhe h, wenn u = 62,6 als Anfangsgeschwin- 
^eit und t = 6,4" gegeben sind, können wir auch die Formel 6 a für 
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p = g, oder (21) verwenden, es wird natürlich auch 

8 = h = ut — Vj gt^ = 62,6 . 6,4 — Vs 9,81 • 6,4» = 200-. 

Bemerkung. Über eine Rolle oder Scheibe hängt an einer Schnur 
auf jeder Seite ein Gewicht Qj Q; mit welcher Beschleunigung wird ohne 
Anfangsgeschwindigkeit das grössere Grewicht Q das kleinere Q^ in die 
Höhe ziehen, während die Rolle sich um ihre Achse dreht und dadurch 
Q sinkt, wenn von allen Hindernissen abgesehen wird. (S. Fig. 313). 

Die bewegende Kraft ist K =r^ — Q^ (GL 19), diese setzt die Ge- 
wichte Q + Qi iii Bewegung, somit ist 

^_ Q-Qi , 
P-Q + QT^- 

Wenn Q=60, Q, =40 Klg., dann folgt die Beschleunigung, mit der Q ankt 

P = |ö^4ö ^'^^ = ^'^ ' ^'^^ = ^'^^"• 
Ist Qi = 0, dann wird p = g und Q sinkt, fällt mit der Beschleu- 
nigung der Schwere. 

Die Zeit des Sinkens z. B. von h = 15" Höhe lässt sich ans 
h = % pt* berechnen. Es folgt 

^-^ jy -^ 1,96 -^'^ • 
Die Endgeschwindigkeit, mit der Q am Ende des Weges h oder der 
Zeit t anlangt, ist 

V = y2pir = pt = y 2^,96". 15 = 1,96 . 3,9 = 7,64'». 
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Denken w uns auf einen beliebigen KöiT)er M, Fig. 10, nach recV^^ 

zwei Kräfte I\ und P, in derselben Ri<^**' 
tung wirken, so wird der Körper mit ei^^ 
der Summe der Kräfte P^ + Pj entsprecb^^' 
den Beschleunigung sich nach rechts l^' 
wegen. Damit er überhaupt nicht in ß^ 
wegimg kommen kann, müssen wir in der Ilichtung der Kräfte nach lixJ*^ 
die Kraft Q = P^ + P, angi-eifen lassen; da wir nur starre Körper vorai^" 
setzen, so ist es gleich, ob sämtUche Kräfte in a, oder ob sie geteilt ^ 
a und b angreifen. Ist P, Fig. 11, das Resultat (die Resultante) mehrere'' 
in gleicher Richtung wirkenden Kräfte (che Komponenten, Teilkräfte), voJ* 
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denen verschiedene nach rechts, verschiedene nach Unks wirken können,. 

so entsteht wieder Gleichgewicht, d. h. bleibt 

der Körper in Ruhe durch eine einzige Kraft 

Q, oder auch durch mehrere, deren Resultante 

Q sein kann, wenn nur scUiessUch P = Q ist. 

Mathematisch ausgedrückt, 

P = Pi + P2 + Ps + P4 + = 2p = Q. 

Hierin sind pj, p,, pg diejenigen Kräfte, welche positiv oder 

negativ, rechts oder links in einer Linie wirkend, in ihrer sogenannten 
algebraischen Summe*) das Resultat P Uefem, während Q auch wieder 
aus Teilkräften (Komponenten) bestehen kann, 

Q = qi + q2 + qs H = 2 q = P, 

aber umgekehrt wieder gleich P sein muss. 

Z. B.: P = 60 + 80 — 10 + 20 — 40 = 110 Klg.; Q = 50 — 40 
+ 80 + 1 — 20 + 30 = 11 Klg. 

Findet aber zwischen P und Q kein Gleichgewicht statt, ist z. B^ 
P=110, Q = 30, dann ist P überwiegend und zieht den Körper mit 
einer Kraft P — Q = 80 Klg. nach rechts. Allgemein bezeichnet ist die 
endgültige Resultante 

R = P — Q . (24) 

Wäre Q = p, P = 30, dann wurde R = 30 — p = — 40; der Kör- 
per würde sich nach links bewegen. 

Wählt man sich irgend eine Längeneinheit, z. B. für 100 Klg. = 1'*", 
so läßst sich, wie beistehende Figur zeigt, das Resultat auch graphisch 
finden. 

Plg. 12. 




Ist nun in (24) Gleichgewicht vorhanden, der Körper in Ruhe, dann 
ist B = oder, wie oben angenommen, 

P_Q = 0, P = Q (24a> 



^ Das Zeichen 2 (sprich Summe) bedeutet (als griechisches S) die algebraisch» 
Summe, positive und negative Summanten, die jedoch in der Gliederung aue^ge* 
nur mit -|- Zeichen versehen werden. 
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Lassen wir zwei Kräfte oder das Resultat mehrerer Kräfte P und Q 
parallel unter sich auf zwei Punkte eines Körpers a und b, Fig. 13, ein- 
wirken, so wird der Körper offenbar in eine 
drehende Bewegung versetzt werden. Die 
beiden (gleich) gedachten Kräfte nennt man 
in der dargestellten Weise wirkend, ein 
Kräftepaar. Verlängert man die Kraft- 
richtung von P bis P in aj angreifend, so dass 
aj b senki'echt auf die Richtung der Kraft Q, 
dann ist im allgemeinen nichts geändert 

Um den Köiper in Ruhe zu bringen, 
haben wir nur nötig, in a^ und b die glei- 
chen entgegengesetzt wirkenden Kräfte an- 
zubringen; das Kräftepaar umgekehrt wirken zu lassen, d. h. in anderer 
Drehrichtung. 

Nehmen wir nun an, es sei Q > P und wir bringen entgegengesetzt 
P und Q das Kräftepaai* P^ an, indem wir in a^ und b je eine Kräfte 
Pj, wie in Fig. 13 angedeutet, wirken lassen; dann ist a^ in Ruhe, wena 
Pi=P, weil auf diesem Punkt zwei gleiche entgegengesetzt wirkend 
Kräfte einwirken , b wii'd aber mit der Resultierenden Q — P^ = R 
Richtung von Q bewegt 

Denken wir mis a^ als festen Drehpunkt, dann sucht die Kraf*^ 
R = Q — Pi den Körper M um aj aus seiner Lage zu drehen, imd 
liegt der Angriffspunkt b der Kraft R in der Entfernung m = aj b vo 
Drehpunkt 

Sehen wii* von der Masse des Körpers M al 
und betrachten ihn als eine gewichtslose Stang 
dann ist an der Sachlage im allgemeinen nicht^:::^ 
geändert; selbstredend soll auch die Zapfendrehun 
in a^ keinen Einfluss ausüben. 

Die Wiikung der Di'ehung der Kraft R 
sogenannten Hebelarm m wird um so grosse 
je grösser R bezw. m, also je grösser das 
dukt Rm. Man nennt das Produkt von Kraf**^ 
mal Hebelarm Moment, und bezeichnet ei 
solches mit einem Buchstaben M := Rm. 
Veranlasst man den Hebel m sich um a^ rechts herum zu drehe 
indem man in b die Ki-aft R nach oben wirken lässt, dann tritt Stille 
stand, d. h. Gleichgewicht ein. 



Flg. 14. 
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Es bleibt sich hierbei gleich, wie in Fig. 15 angedeutet, ob die 
letztere Kraft R, welche die Rechtsdrehung einleitet, in b oder in einem 
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um einen Winkel vei'stellten Hebel in b^ angreift, wenn die AngriflFsrich- 
tung nur senkrecht auf b^ a^ steht; da beide Hebel m ursprünglich von 
einem Körper herrühren. 

Gleichgewicht lässt sich auch dadurch herstellen, dass man einen 
andern Hebelarm, Entfernung vom Drehpunkt, wählt imd an diesen eine 
andere Kraft rechtwinkelig imd nach rechts wirkend angreifen lässt; 
nennt man das hierdurch entstehende Moment N, und setzt es dem 
obigen gleich, dann bleibt der Köiper in Ruhe; es muss dann sein 

N = M oder N — M = 0, d. h (25) 

die reehtsdrehenden Momente mttssen den linksdrehenden gleich 
sein, die ersteren nimmt man positiv, die letzteren negativ an. 

In Fig. 16 ist der Drehpunkt; a, b sind die Hebelarme, P imd Q 
<3ie Kräfte. Die Momente sind somit M = — Pa und N =: + Qb, folg- 
lich ist Qb — Pa = 0, oder 

Qb = Pa. (26) 

Aus dieser Gleichung folgt, dass sich die Hebelarme umgekehrt wie 

die Kräfte verhalten müssen, 

y- = Y oder Q:P = a:b (26a) 

Die Bezeichnung der Momente richtet sich nach den zu Grunde he- 
benden Längenmaassen der Hebelarme (z. B. meter) und nach den Kräften 
oder Gewichten (z. B. Klg.), Kilogrammmeter, Fusspfund, Kilogranmi- 
oentimeter etc. 

Ist z. B. a=3'", P = 6Klg., dann ist das Moment M:=Pa=18Klgm. 
Damit Gleichgewicht entsteht, müsste dann beispielsweise Q := 2 Klg., 
V> = 9" sein. 

Im AugenbUck der Bildung des Momentes vereinigen sich Kraft 
lind Hebelarm zu einer einzigen Zalil, die sich beUebig wieder in zwei 
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Produkte teilen lässt; dieser Augenblick (Moment) dürfte den Ausdruck 
Moment hervorgerufen haben, die Bezeichnung selbst ist nicht sachlich*). 
Zerlegen wir obige 18 Klg. in Q = ^/^ Klg. und b = SB", dann 
können wir mit V2 Klg. am Hebel b = 36*" das Gewicht P = 6 Klg. an 
a = 3", oder auch am Hebel a := ^4"? P = 72 Klg. in Bewegung setzen, 
weil a = 0,26, b = 36, P = 72, Q = 0,6, 72 • 0,25 = 36 • 0,5, also mit 
einer kleinen Kraft eine grosse Last heben, — jteiüch auf Kosten der 
Geschwüidigkeiten oder zurückgelegten Wegstrecken der Endpunkte der 
Hebel. Diese ersteren stehen ofifenbai' im Verhältnis zu den Hebelarmen. 
Wenn sich P = 72 Klg. 2"" hoch bewegt, so muss sich das andere Hebel- 
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0,25 



-- = 288""" hoch bewegen. Sobald also äussere Be- 
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^ 



ende 2 — = 2 
a 

wegung eintritt (Virtualität, Thätigkeit), dann kommt der Verlust an Weg 
oder Geschwindigkeit zur Geltung; man nennt dies das Prinzip der vir- 
tuellen Geschwindigkeit (virtualiter, kräftig, vermöghch). 

Lassen wir um den Dreh- 
^, j punkt mehrere Kräft:e senk- 

recht an einer Stange wirken, 
so kommt dasselbe Gesetz 
ö* ] Gl. 26 fiir jedes einzelne Mo- 

ment, also filr die Summe der 
sämtUchen in Betracht, die 
rechts drehenden sind den hnks drehenden Momenten gleich. 

(P,ai +P,a, +P3a« H =Q,bi + Q,b, + Q^bj + 

2Pa=i=2Qb oder 



■*■ 



Q* 



(27) 



oder 



2Pa — 2Qb = 0. 



Flg. 18. 



Es ist ofienbar gleich, ob die Mo- 
mente an einem gestreckten Balkenhebel, 
oder ob sie winkeUg zu einander um den 
Drehpunkt gruppiert sind, wenn die Kräfte 
nur senkrecht zu den Hebeln wirken, Fig. 18; 
hier sind, die sämthchen Kräfte mit P und 
die Hebelarme mit a bezeichnet, 
(28) . . . 2Pa = 0. 

Das heisst die algebraische Summe, 

in welcher die Unks wirkenden negativ gedacht werden müssen, ist 

Null, oder 

(28a) .... Piai±P,a,±P3a, H = 0. 

*) Verfasser würde den Ansdrack Hebel kraft vorschlagen. 
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Beispiele: I. Ein einge- 
rammter Pfahl soll wieder ver- 
wendet imd herausgezogen wer- 
den. Man wendet hierzu einen 
6" langen Balken, der in einer 
Entfernung b = 0,6"" vom Dreh- 
punkt durch eine Kette mit dem 
Pfiahl in Verbindung ist In 4,6" 
Entfemtmg greifen an sechs Sei- 
len sechs Arbeiter mit einer Kraft 

■ » 

von je P := 30 Klg. an, mit wel- 
cher Kraft wird der Pfahl gehoben? 
Hier ist Qb = 6P • a oder 

6Pa 6. 30 -4,5 



Fig. 19. 




■^^p*^» i ^uv i ' y i j > 



S / 



Q = ^^^ = 



= 1620 Klg. 



b 0,5 

n. Es soll ein Gewicht Q = 600 Klg. mit 
einem einarmigen Hebel, der bei m eine Stütze 
hat, gehoben werden. Die Last Q hegt in der 
Entfernung b = 0,3"" vom Stützpunkt. Soll ein 
Mann mit P = 50 Klg. das Heben bewerkstel- ^^ 
ligen, dann findet man die Länge des anderen 
Hebelarmes aus der Gleichung 

Qb 600-0,3 



Fig. 20. 




50 



== 3,6". 
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Qb = Pa, nämlich a = 

HL Zwei Quetschwalzen sollen 
zusammengedrückt werden (Quet- 
schen für Ölfrüchte, Walzenstühle 
für Getreide etc.), die eine Walze 
ist fest gelagert, die andere verstell- 
bar, der Pressdruck sei Q= 600 Klg.; 
das Pressgewicht am längeren Win- 
kelhebelarm, Fig. 21 , P = 60 Klg. 

Aus der Momentengleichung Q1 = PL findet sich das Hebelver- 

haltnis 

L _Q _ 600 _ 

1 ~ P ~ 60 ~ 

Nimmt man 1 = 8**" , dann muss L = 80**" lang werden. 
IV, Das Sicherheitsventil einer Dampfinaschine, Fig. 22, besteht aus 
dem Ventil und dem Belastungsgewicht P, welches an einem einseitigen 

Hecht, Meobanlk. L 3 
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Hebel hängend, durch Vermittelung des letzteren auf das Ventil drückt 
Flg. 22. Das Belastungsgewicht P muss so gross sein, dass, 

sobald der Dampfdruck im Innern des Kessels ein 
gewisses Mass überschreitet, das Ventil gehoben wird 



i — 4- 



Y ' ^ uiid der Dampf entweichen kann. 

^ Das einheitliche Druckmass für Flüssigkeiten 

und Gas (Luft) ist der Atmosphärendruck, 1 Klg. pro D**" (genauer 

1,0344 Klg.). Bezeichnet man mit d**" den Durchmesser des Ventiles, 

und sind p die Anzahl der Atmosphären im Kessel, denen der Ventü- 

druck Q das Gleichgewicht halten soll, dann drücken p Atmosphären auf 

lud* lud* 

- - - D^" mit Q = p — - — Klg. Nach dem Hebelgesetz ist Q1 = PL, 

7i:d* 
folglich p — - — 1 = PL, hieraus findet sich 

Es sei p = 5, -— = — , ,d = 7^*», dann folgt P = 32 Klg. Be- 

L o 

lastungsgewicht. 

Wählt man als solches eine gusseiseme Kugel, so erhält diese einen 

Durchmesser D, den wir nach Gl. 17 finden können. Setzen wir 

G = P = 32, V = -|- D», a = 7,5 spez. Gewicht, 
dann folgt lür meter 

32 = 7500-^D^ liieraus D = 0,2». 

j,,g 28 ^' -^^^ Hebelarm dreht sich um die Achse A, 

<>/ j.y //^j.^.^ Fig. 23, und soll die Last Q den Gewichten 



-^•^ 



<r. 



-^j 



l\ = S, 1\ = 35, Pg = 20 Klg. an den einge- 
i'/v a schriebenen Hebellängen das Gleichgewicht halten, 
Js'U wie gross ist Q? 

Nach Gl. 27 ist 

Pj (rj + ajj + ag) + P2 (a, i-^) + P3 a^ = Qb oder 
die Zahlen eingeführt 
8 (0,8 + 3,4 + 1,2) + 35 (3,4 + 1,2) + 20 • 1,2 = 2,8 Q, hieraus ist 

Q = 8lV2Klg. 

VI. In Fig. 24 drohen sich zwei Hebel um die Drehpunkte m, n. 
Bezeichnen wir den Druck am Ende der beiden Hebelarme b imd c mit x, 
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so können wir zwei Gleichgewichtsbe- 
dingungen aufetellen, wenn P die Kraft 
und Q die Last, 

Pa = bx und cx = dQ; 

aus beiden folgt x = -r— = , 

b c 

und somit 



Flg. 24. 
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p= 



a 



Q. 



Fig. 25. 



a 



k 



* 1*1 Oi» 






•Verhalten sich beide Hebelarme b : a und d : c wie 1:3, dann ist 
P = 1/3 V3 Q = V9 Q, die Ki-aft P somit der neunte Teil der Last Q. 

VII« Ein Winkelhebel um drehbar soll mit 
dem kleinen Hebelarm 1 den Dinick Q hervor- 
bringen. Zur Vei'ftigung stehen zwei weitere Hebel 
um m und n drehbar und das am letzten L, an- 
gehängte Gewicht P. Bezeichnen wir mit 1, 1^, 1,, 
L, Lj, Lg die Längen der Hebelarme von ihren 
Drehpunkten aus gerechnet, x, y die an den Enden 
der mittleren Hebel wirkenden Klüfte, so findet 
man leicht die Bedingungsgleichungen (Fig. 25), 

PL,=l,y 

yLi =iix 

xL = Ql. 
Aus der letzten Gl. folgt x = -=^ — , in die mittlere eingesetzt, folgt 

^ Q, somit ergiebt sich, in die erste y eingeführt, die Gleich- 



^'~ Li L 
gewichtsbedingung 



PL, = I2 -y^ y- Q und hieraus 



P = 



Lg L| L 



Soll Q = 3750 Klg. betragen und steht ein Gewicht P = 30 Klg. 
zur Verfugung, dann müssen die sämtlichen Hebel ein Verhältnis haben von 

1 It lg _ 30 _ 1 

L Li L, ~ 3750 " 
sind alle drei gleich gross, dann wäre fiir 



125' 



L L, "~ Lg ' V L / 126 
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und jedes Hebelverhältnis müsste sein 

L ^ \2b 5 
VIII« Es stellt die beistehende Fig. 26 das Prinzip einer Brücken wage 
dar, deren Theorie wir in Folgendem aufstellen wollen. 

pjg 26. ^' ^' ^ ^^^^ ^^^ ^^®^ Stütz- 

punkte, zugleich Drehpunkte, von 
denen aus die Hebellängen a, b bis 
g gerechnet sind. P das Gewicht, 
Q die Last, welche in der Entfer- 
nung c vom Drehpunkt auf BD 
aufliegt. D ist ein beweglicher 
Stützpunkt, ebenso E, beide sind 
durch Stangen mit dem Gewichts- 
hebel in Verbindung. AFC ist das feste Bnickengestell. 

Bezeichnen wir mit q den Auflagerdruck in B, mit p und t den 
Stangenzug am Ende der Hebel e und f, dann ist um den Drehpunkt 
C Gleichgewicht, wenn 
(a) Pg = tf+pe. 

Für die beiden Punkte B und A gelton die Momentengleichungen 

(b) Qc = td und 

(c) qa = pb. 

Betrachtet man für einen Augenblick den Punkt D als festen Dreh- 
punkt und wird das Lastbrett (Bi-ückenbrett) BD von der Kraft Q um 
D dm'ch das darunter liegende Brett BE gehoben, dann findet man die 
viei-te Bedingungsgleichung 
(d) qd = Q(d-c), 

nach dieser dreht q am Hebelarm d rechts, Q am Hebelarm d — c links 
herum. 

Aus Gl. (b) und (d) folgt 

t = Q--5- und q = Q — ^ — . 

GL (1 

Den letzteren Wert in (c) eingesetzt, ergiebt sich ein Ausch-uck für 
p, nämhch 

a /v a d — c 

Setzt man jetzt in (a) die Ausdrücke für t und p ein, dann er- 
hält man 



Dm Hebelgesets. 
i d — C 



pg= 



[ct+-ie(d-c)] =Q-|-(c + d-c) = Qf, 



somit ist, die angedeutete KonstniktioD zu Gnmde gelegt, 

Hierdurch wird man unabhängig von den andern Dimensionen der 
Wage und hat weiter nichts nötig als — nach d 
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Anwendung des Hebelgesetzes auf einfache Flaschenzüge 
und Hebmaschinen. 
Der einfachste Flaschenzug besteht aus einer festen RoUe, Fig. 27. 
Last Q und Krall P sind im Gleichgewicht, im Ruhezustand, wenn 
Pr = Qr oder P = Q. 

Flg. 27. Flg. IS. 





Selbstredend sehen wir 
vorläufig von etwaigen Wi- 
derständen und Reibun- 
gen ab. 

1) Die Einrichtung der 
gewöhnlichen Fla- 
achenzüge ist aus bei- 
stehenden Figuren erwchthch, Fig. 28. In der ersten Figur ist eine Rolle 
pro Flasche, in den andern sind zwei gleich grosse nebeneinander lie- 
gende Rollen in der Flasche (Kloben) angewendet*). 

*) Die Bmeichnang „Fluoheniug" kommt Ton der frflheren Rollenciwammeii- 
■telliiBg her, bei welcher die Rollen nicht neben ein ander, «ondem Obereinander mit 
abnehmenden Dnrohmeeaera gelagert waren und eine Form wie eine Flasche entstand. 
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Deulct man sich die Tragseite oder Ketten durchschrntten, mn, so 
zerlegt sich die Last Q in soviel Teile, als LastkettenstjÄnge vorhanden 
sind. Die Zugkräfte in den jedesmaligen Strängen sind 

Bei 1 KoUe in der losen Flasche -jr- 



Die resultierenden Laatkräfte - 



2-2 

Q 
3-2 

Q 
4-2 

Q 



" 6 

4u.s 
Q Q 



■ stellen die im 



letzten Seilende wirkende Zugkraft P dar. Die Fortsetzung der obigen 
Reibe liefert den allgemeinen Ausdruck bei n Bollen in der losen Flasche 

w • """w- 

Z, B. ein Flasclienzug (Kloben) von zwei Bollen in der Flasche, mit 
welchem eine Last Q ^ 600 Klg. gehoben werden soll, bedarf einer Kraft 

2) Die Differentialflaschenzüge, Wir beschränken uns vorläufig 
auf den einfachsten unter Weston's Patent bekannten Flaschenzug und 
behalten uns weiteres für später vor. 

^^ ^ Auf einer Achse sind zwei ungleich grosse 

Rollen vom Durchmesser D und d festgekeilt 
und so verl)unden, dass sich beide Bollen 
gleichzeitig <lrehen müssen, Fig, 29; eine über 
dieselben geschlungene Kette läuft uuterhalb- 
übcr eine lose Laufrolle, an welcher die Last 
durch einen geeigneten Bügel und Haken an- 
geliiiiigt wird. Die Kette ist geschlossen; die 
Art und Weise der Umschlingung der drei 
Rollen ist aus der Figur hinreichend zu er- 
sehen. Itie Bollen sind am Umfang mit ent- 
sprechend verteilten Vorsprüngeu , Ansätzen 
versehen, gegen welche sich die KettJ?ngheder 
anlegen und so die Drehung der Rollen ver- 
anlassen. 
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Wird mit der Kraft P am losen herabhängenden Kettenende in 
Richtung des Pfeiles gezogen, so dreht sich das Rollenpaar nach links, 
hierbei wickelt sich rechts infolge des grösseren Umfanges mehr auf, .als 
links durch die kleinere Rolle Kettenlänge abgewickelt wird, infolgedessen 
muss die Last gehoben werden. Dreht man die Differentialrollen in um- 
gekehrter Richtimg, dann sinkt die Last. 

Diese Einrichtung gewährt den grossen Vorteil im Gegensatz zu den 
ein&chen Flaschenzügen, dass die Last in jeder Lage stehen bleibt, wenn 
die gewählte Differenz zwischen den Durchmessern der Rollen nicht zu 
gross wird. 

Die Kraft P wirkt bei ihrer Linksdrehimg am Hebelarm -^, nach 
derselben Richtung dreht das Moment -^- -^, rechts herum hingegen 

dreht — auf der andern Seite am Hebelarm -^, folgUch hegt dem Gleich- 

gewichtszustand folgende Momenteugleichung zu Grunde 

„D.Qd QD,. ... 

'•=Ä(»-)=l(«-ff)=-|('-i-)- ('•) 

Die Differenz D — d in dieser Formel hat diesem Flaschenzug zu 
seinen Namen verholfen. 

Z. B. zur Hebung einer Last von 600 Klg. bei einer Differenz 
D — d = 20""" und einer Kettenrolle von D = ISO"" Durchmesser ist eine 
Kraft erforderUch 

^ = ^20 = 40 Klg. 

Die kleine Rolle würde hierbei den Durchmesser d=150 — 20 = 
130""" erhalten müssen. 

Je kleiner die Differenz, um so geringer wird die Zugkraft P, um 
so mehr nähert sich aber auch der Durchmesser bezw. Umfang der klei- 
neren Rolle dem der grösseren, also um so mehr wickelt sich ab; hieraus 
folgt, dass die Last um so langsamer steigen imd sinken wird. Eine 
grosse Differenz erfordert nicht allein ein grosses P, sondern bringt noch 

den Nachteil mit sich, dass das Moment -^ -x- auf der rechten Seite, 

wenn man die lose Kette frei hängen lässt, viel grösser wird als das 



linke Moment 



Q d. 



dadurch werden die Widerstände, die aich dem 



Herabrollen entgegensetzen, leichter überwunden, die Last sinkt lichter 
von selbst Den richtigen Mittelwert der zu wählenden Differenz werden 
wir in den Anwendungen au&tellen. 

3) Die Winde. 

Die Einrichtung einer Winde ist aus den Figuren 30 bis 33 zu er- 
sehen. Fig. 30 ist eine einfache und Fig. 3 1 eine Winde mit doppeltem 



Flg. SO. 




Vorgelege oder zwei Räderpaaren. Die Last Q hängt unmittelbar oder 
durch Vermittelung eines Flaschenzuges am Seil oder an der Kette, welche 
um eine Trommel geschlungen ist Die Anzahl der Umwindungen und 
Breite der Trommel richtet sich nach der Höhe der zu hebenden Last 
Mit der Trommelachse fest verbunden ist ein Zahnrad R, Fig. 30, in 
welclies ein Getriebe r eingreift. Auf der Achse dieses sitzt die Betriebs- 
kurbel, der Drehling; und zwar wendet man, um die Achse beiderseitig 
durch mehrere Leute betriebsfähig zu machen, auf jeder Seite eine solche 
um 90° versfeilte Kurbel an. Bei der doppelten Winde ist die Achse 
des vorerwähnten Getriebes r^ Fig. 31 noch mit einem weiteren Zahu- 
rade R, verbunden, in welches das Kurbelgetriebe r, eingreift. Ausser- 
dem ist jede Winde mit einer Bremsvorrichtung versehen. Es ist dies 
eine mit Rand versehene Scheibe, um welche ein Stahlband geschlungen 
ist, welches durch einen Hebel angezogen, infolge seiner Reibung auf dem 
Umfang der Scheibe diese und somit die mit ihr in Verbindung stehende 
Trommel zum Stillstand bringt. Endhch versieht man, damit beim Los- 
lassen der Kurbel die Last nicht von selbst sinkt, jede Winde mit einer 
Sperrvorrichtung, einem Sperrade, in dessen Zähne ein Sperrkegel (Klinke) 
eingr^ft und die Bctriebs(kurbel)achBe am Drehen hindert. 



Du Hebel geieti. 



Bezeiclmen wir die Läoge der Kurbel mit K, die Kraft an der Kur- 
»el, mit der ein Mann drückt, P, u die Zald der Leute, femer mit r, R 




und w die Halbmesser der Zahn- 
räder und Windetrommel und 
endlich mit x den Druck zwi- 
schen den Zähnen des ersten 
Räderpaares R, und i\ der dop- 
pelten, bezw. R und r der ein- 
fachen Winde. 

Damit die beiden Wellen der 
einfachen Winde im Gleichge- 
wicht bleiben, müssen die Mo- 
mentengleichungeu erfulltwerden. 

nPK = xr für die erste Welle, 

xR^Qw, Moment der zweiten Welle, 

Qw 
Setzt man aus der letzten Gleichung x = — p- in die erste ein, 

lann folgt 

nPK = Qw^ oder nPK-5- = Qw (a) 

Da sich die Halbmesser wie die Zähnezahlen, also Umtänge, ver- 
lalten müssen, lässt sich die letzte Gleichung auch schreiben 



nPK — = Qw 



K) 
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Die Momentenbetriebsgleich'ung der Winde mit doppelter Übersetzung: 
ist im allgemeinen von derselben Form. 

Sind die Räderhalbmesser r^Ri und rgE,, bezw. die Zähnezahlen 
ZjZ^; ZjZj; x der:Druck zwischen den Zähnen des ersten, y der zwischen 
den Zähnen des zweiten Räderpaares, dann findet man leicht die drei 
Momentengleichungen fiir die drei Wellen. 

nPK = xri, Moment der Kurbelwelle, 
xRi=yr2, „ „ Zwischenwelle, 

yR, := Qw, „ „ Trommelwelle. 

Aus der letzten Gleichung y in die mittlere eingesetzt, folgt 

Qw 

dann hieraus x entnommen und in die erste eingeführt, ergiebt sich 

(b) . . . . nPK-?^-^ = nPK^-^ = Qw. 

Die Einschaltung eines weiteren Räderpaares hat nur eine weitere 

Multiplikation mit — ^- = — ?- hnks zur Folge. Setzt man darum allge- 

mein das Zähne- oder Halbmesserverhältnis 

. R Ri R2 RiI^Rs 



(31) 



dann folgt 



r r, rs, r^ r, v^ 



oder 



Z Zj Z2 Zj Zg z 



3 



. • • . 



Z Zj Zj Zj Zj Zj 



nPKi = Qw. 

Qw ist aber weiter nichts als das zu überwindende Moment mit 
Hilfe der Kraft P bezw. nP an der Kurbel K und mit der Übersetzung i. 
Für alle Hebmaschinen kann man sonach die allgemeine Gleichung auf- 
stellen 
(32) nPKl = Qw = M. 

Kann man ein Räderpaar entbehren, wie die Anordnungen der Win- 
den Fig. 32, 33 zeigen, dann wird fiir i = 1 , 
(32a) nPk = Qw. 

Wir werden weiter unten Gelegenheit nehmen nach Besprechung dexr 
Widerstände näher auf die Hebmaschinen einzugehen. 

Beispiele. L Wieviel Last lässt sich bei K = 400"" Kurbelhall>- 
messer ohne Räderübersetzung von einem Manne (n = l) heb^i, wen:^^ 
die Windetrommel w = 75°"" Halbmesser hat, und P=16 Klg. DrucC* 
pro Mann an der Kurbel angenommen wird. 
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Aus PK = Qw folgt Qw^ = i^,^=80Klg. 

Nehmen wir (Fig. 32) für eine solche Brunnenanlage das Eimerge- 
wicht zu 10 Klg. an, so lassen sich ausser dem Eimer noch 10 Klg.^ 
das sind 7 Liter Wasser, heben. 

Fig. 82. 




Flg. 33. 




!!• Es soll mit Hülfe einer Göpelanlage, wie die Figur iJ3 andeutet^ 
und der Zugkraft eines Pferdes P = 50 Klg. Bauholz auf ein Gerüst auf- 
gezogen werden. Nimmt man w=130'"" K = 2,5" = 2600"" , dann 
folgt aus (32a) für i=l, 

PK 50.2 500 

Q = -- = — J3Ö— = 962Klg. 

Nehmen wir 5" lange, 30/25'*™ starke Balken, dann wiegt bei 0,T 
spez. Gew. ein solcher (Gl. 17) G = 0,7 • 1000-0,3.0,25 -5 = 262 Klg., 

962 
somit können ungetähr - _-= 4 Balken auf einmal hoch gezogen werden. 
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HL Zur Hebung einer Last von 600 Klg. bei n^2 Mann Bedie- 
nung, jeder Mann zu P = 15 Klg. gerechnet, K = 0,35" Kurbelhalbmesser, 
w = 0,l°*, ist welche Übersetzung erforderlich? 

Die GL 32 hefert 

i=-Q^^ 600>0,1 _ 

nPK 2.15.0,35 ^^^^''' 

Bekommt das Getriebe 15 Zähne, so muss das grosse Rad Z = 90 
erhalten. 

IV. Es soll eine Laufwinde für einen Laufkrahn zu einem Bauge- 
rüst ausgeführt werden. Die Maximallast, welche gehoben werden soll, 
sei Q = 600 Klg. = 120 Ctr.; hierbei soll K = 400"-, w = 200- ange- 
nommen werden. Zur Bedienung stehen n:=4 Mann zur Verfügung, 
jeder zu 15 Klg. Druck gerechnet 

Verwendet man eine Flaschenzugrolle, so kommt auf die Winde die 
Hälfte der Last 3000 Klg.; sämtUche Werte in Gl. 32 emgesetzt, erhalt 
man (Fig. 31) die Übersetzung, nänüich 

i - -Q-^ - i2POJ_22_ _ 25fech 
'- nPK - 4.15.400 - ^^^^' 

Von den beiden Vorgelegen erhält jedes eine 5 fache Übersetzung 

= 5,5 = 25; denn em emziges Räderpaar würde eme zu grosse 

Winde Uefem und die Kurbelachse soll nicht viel mehr als 1° über dem 
Boden hegen bei dergleichen von Hand betriebenen Winden. 

(Hiervon können bereits einige der Aufgaben über belastete Balken 
s. unten angeschlossen werden). 



Arbelt. 

Befordert man irgend ein Gewicht oder eine Last von einem Ort> 
zum andern, so spricht man von einer grösseren oder kleineren Arbeits-^ 
leistung, je nachdem das Gewicht oder die Wegstrecke gross oder' 
klein ist. Jede Arbeitsleistung ist sonach proportional der Wegstrecke *- 
oder Hubhöhe h und dem zu befördernden Ge^^icht G. Da es sich im- 
der Natur der Sache gleich bleibt, ob man ein Gewicht tragend von einen»^ 
Ort zum andern befördert, oder ob man eine Ki'aftäusserung P ausfdhrO 
auf die Länge eines gewissen Weges, so kann man den Begriff der Arbeits^' 
leistung auch als Produkt von Kraft mal Weg darstellen, je grösser di^ 



IJntfl oder je liinger der Weg, aul" welchem dif Ivriift einwirkt, um so 

Bat die Arbeit, daher 
A = P8 = Gh (33) 
K- R eine Kraft T oder ein tiewicht G = 2"0 Klg. auf eine Höhe h 
eine Wegstrecke s=5- hetordert, giebt A = '200 ■ 6 = 1000 Klgnieter 
Arbeit Im Augenblick (Moment) der Multiplikation der beiden Arbeits- 
faktoren et-sclieint das Produkt (Arbeitsmoment) wie im Simie unst^rer 
obigen Momente, welche Zahl dann wieder in bebebtge Faktoren zerleg- 
b«r ist. 

Ob man 200 KJg. 6" hoch oder 500 IClg. 2" hoch, 1000 Klg. 1" weit 

bdSrdi-rt, blaibt sich gleich, die geleistete Arbeit ist st^-t« lOOOKlgmetfir. 

Femer bleibt es sieb gleich, ob man auf einmal die 200 Klg. oder 

geteilt in beliebige Teile 1', = 50, P, = 70, Pg = 20, P, = 60 auf 

eglänge s oder b beifJrdert; es ist dann 

A= 1000 = 50-5 +10- 5 4- 20 -5 + 605. 

!at man also verschiedene Arbeiten Q, s, , Q, s, , Qs Sj , so lassen 

zu einer einzigen summieren, oder die einzelnen Arbeiten von 
einzigen verrichten; dieses Gesetz der Arbeitsteilimg lässt sich aus- 
in durch 

A = Q,8,+Q,8,-f Q^Sj-l = SQs. . . (33a> 

Fede Maschinenfabrik repräsentiert uns deu Wert der Arbeitsteilung, 
jede eiiizehie Maschine eine gewisse Arbeit verrichtet und die Be- 
lUcliine (der Motor) die Gesamtarbeiten leisten musB. 
kOB Gl. 22 ei-saJien wir, dass die GeschwintUgkeit, welche ein Kör- 
^angt, wenn er von der Höhe b fiti herabfallt ohne Anfangsge- 
aohmudigkeit, v =^ V^ZglT ist, umgekehrt also entspricht der Endge- 



schwindigkeit V, die Fallhöhe b = ^r— . 

Setzt man in GL 20a S. 25 58 s = -; 



Wnimt sie die Foim ; 



llifsc Gleichung liefert denselbtm .Xrlieitsausdmck der Gl. 33, 
*K = Ub, die Kraft K auf die Länge s des Weges wirkend, ist gleich 
■"•wwi tiewicht G, welches eine Hohe h herabfallt, oder eben auf die 
"^t h K<'hoben werden soll ; beide Arbeitsmoniente sind gleich gross. 
^ man ein Gewicht G = 60 Klg. auf eine Kühe b = 12" bebt, oder 
***> dii'ses Gewicht 12" herabfallt, bleibt sich für die Arbeitsgrösse gleich; 
"n Ittitc^'u Fall verrichtet die ATizi.-iiuugskraft der Ei-de tbe .\rbeit. 
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Bei beiden Arbeiten Ps bezw. Ks und Gh haben wir aber die Zeit der 
Arbeitsleistung noch ausser Acht gelassen. Beide Arbeiten sind nur in 
dem Fall vollständig gleichwertig, wenn sie in derselben Zeit ausgeführt 
werden. Die Zeit mit in Rücksicht gezogen, verändert das Arbeitsmo- 
ment keineswegs, sondern giebt uns nur einen Anhalteptuikt, eine nähere 
Beurteilung für das praktische Leben. Nach Gl. 23 gebraucht für h = 12" 

der Körper t=l/— = )/|4t = 1,66 Sek., während die Kraft P oder 

K den Weg s entlang, ebensoviel Minuten oder Tage gebrauchen kann, 
um die Arbeit Gh =: 60 • 12 = 720 Klgmeter zu verrichten, ohne that- 
sächlich mehr oder weniger zu leisten. 

Man pflegt gewöhnlich die Arbeit eine gute, brauchbare zu nennen, 
wenn sie neben ihrer Brauchbarkeit in der kürzesten Zeit geleistet ist 
Hierzu bedarf es einer Einheit, eines einheitUchen Massstabes in einer 
gewissen Zeit. Eine solche stellt der Begriff der Pferdekraft, Pferde- 
leistung, Pferdestärke dar, welcher auf 

(34) . . . . A = 75 Klgmeter in der Sekunde 

normiert ist 

75 Klgmeter oder 25 Klg. 3", 75 Klg. 1" hoch in der Sekunde 
zu heben, dürfte für ein Pferd wohl zu viel sein;*) und ist diese ein- 
heitUche Zahl eben zu einer Zeit entstanden, als man vor der praktischen 
Verwertung der Dampfmaschinen wenigstens einer Pferdeleistung ziemlich 
nahe hegende runde Zahl suchte. Es wäre sehr wünschenswert, 
wenn diese Arbeitseinheit auf 100 Klgmeter in der Sekunde 
abgerundet würde, welche Einheit viel besser mit unserem 
Zahl-, Mass- und Gewichtssystem übereinstimmen und die 
Rechnung erleichtern würde. Freilich müsste dann der Begriff oder 
der Ausdruck Pferdekraft oder Pferdeleistung auch in Wegfall kommen. 
Verfasser würde den Ausdmck Maschinenstärke, Maschinenleistung 
[N = ein MS, MK] vorschlagen. 

Man bezeichnet die Pferdekraft mit N, 

'(34a) . . N= eine oder mehrere PK oder ^_^^**). 

Gebraucht man zu einer Arbeitsleistung Ps oder Gh Klgmeter eino 
Zeit von t", dann ist die sekundhche Arbeit 



*) Man rechnet im Durchschnitt 56 Klgmeter pro Sekunde. 
♦♦) Einige deutsche Werke können nicht davon abkommen, die Pferdeld^ 
«tungen mit den englischen Buchstaben (horse-power) \P zu bezeichnen! 



" na.* — na.* (M/ • 



(341b) 



75t 75t 

Bewegt sich ein Gewicht oder eine Kraft bereits mit v" Geschwin- 
digkeit (inhegend der sekundhche Begrifif), dann ist unmittelbar die Lei- 
stungsfähigkeit in Pferdestärken 

^ = -7^- • ' • (**«) 

Zur Drehung eines Rades, dessen Halbmesser R, oder zur Bewegung 
«ixier Maschine sei das Moment PR = M erforderhch. Hat nun die 
Maschine N ^^^ imd soll das Betriebsrad n Umdrehimgen in der Minute 
machen, — mit anderen Worten, soll das Moment M so stark sein, dass 
€8 die Leistungslähigkeit von N ^^^ bei n Umdrehungen zu überwin- 
den vermag; dann können wir leicht eine Beziehung zwischen Moment, 
Pferdekraft imd Umdrehimgen aus der letzten Gleichung aufetellen. Setzen 

wir in N = -=-r-, v = — ^7; — (siehe Seite 6, Gl. 5a), dann folgt 

TD bü 

N = — ^.^ „^ — ; da nim PR = M, so wird N = ;rvr-=^ , hieraus folgt 
bO • 75 oO'Yö 

selbstredend für Meter 

IKlgmeter = 716,198 - = 716,2 - Klgmeter = 716 198 - Klg-«'.(36) 

Bemerkung. Würde man als Einheit 100 Klgmeter fiir eine Ma- 
«diinenkraft (neue Pferdekraft) zu Grunde legen, dann müssen die For- 
meln 34b, 34 c und 36 geschrieben werden. 

Pv Pr N 

N = ^ = 0,01 ^; M = 956 — . . . (35a) 

100 t n 

Z. B. einem Moment von M = 143 Klgmeter würden bei n = 60 Um- 

fehimgen 

965" "^ ""966""'^^*"^' (mi Gegensatz zuN=--^jg-2- = 12,^^^) 

«ßtsprechen. 

Eine Last von P = 500 Klg. mit einer Geschwindigkeit v = 0,3" 
gehoben, erfordert 

^ = "rjjTTr = — T?)Fr~ = 1 V2 ^^ (Maschinenkräfte) , im Gegensatz zu 
^^'~=:2 ^ (alten Pferdekräften). 
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Beispiele. I. Zur Hebung einer Last von Q = 600 Klg. auf h = 12" 
Höhe ist die Arbeit Qh = 600 • 12 = 7200 Klgmeter ' erforderlich. WiU 
man hierzu eine' Dampfwinde verwenden, aber keine längere Tjeii als 
t = 46" gebrauchen, dann muss die Betriebsmaschine eine Stärke haben 
nach Gl. 34 b 

Qh _ 600.12 _ ^ 

^-"TöT" 76.45 -^/8^^^- 
IL Die Seilgeschwindigkeit eines Aufeuges sei v = 0,4"; die jedes- 
mal zu hebende Last 1000 Klg., dann ist die Stärke des Motors nach (34c) 

III. Wie verhalten sich die Wege von Kraft und Last bei Flaschen- 
zügen, wie ihre Geschwindigkeiten und die Bewegungszeiten? 

Der Weg, den die Kraft P bei einem Kraftzug zurücklegt, sei s", 

in der gleichen Zeit erhebt sich die Last a" hoch, beide Arbeiten sind 

gleich 

Ps = Qa, somit ist der Lastweg 

P 
a = s-ö-. 

Setzt man ftir P die oben entwickelten Formeln S. 38 und 39 ein, 
dann folgt 

s 



für den gewöhnhchen Kloben a = 



2n 

s 



„ „ Dififerentialflaschenzug a = -^^ (D — d). 

• Die Zeiten imd Geschwindigkeiten stehen in denselben Verhältnissen, 
wie man leicht aus Gl. 1 s = vt folgern kann. Setzt man ftir <j die 
ganze Erhebungshöhe ein, dann giebt der Kraftweg zugleich die gesamte 
Seil- oder Kettenlänge. 

Wir hatten oben S. 38 ftir Q = 600 Klg., und n = 2 Rollen in der 
Flasche, P = 150 geftmden. Bewegt sich die Kraft P während eines An- 
zuges, s = 0,6" nach unten, so wnrd die Last 

steigen, also auch mit dem 2n= vierten Teil der Geschwindigkeit der 
Kraft, bezw. es ist zur Hebung die vierfache Zeit erforderUch, wie bei 
einer Rolle. Soll die Last a = 10™ gehoben werden, dann ist eine Seil- 
länge erforderhch von s = a -^ = 10 -rrrr = 40™. 



Arbeit. 49 

Die Berechnung des Diffei-entialflaschenzuges S. 39 liefert bei 20°"° 

Differenz der RoUendurchmesser und derselben Last die Kraft P = 40 Klg. 

P s 

Hier ist der Lastweg cj = s-77- = -7^, das ist der 15. Teil des Kräft- 
ig 15 

weges, wenn s = 0,6", ist also nur 0,04" = 4"*" Erhebungshöhe möglich. 

15 
Dieser Differentialflaschenzug gebraucht demnach -^r^rrj- ==3^/4 so viel Zeit 

zur Erhebimg der Last wie obiger gewöhnUcher Kloben. (S. S. 32 Be- 
merkung über viituelle Geschwindigkeit). 

IV. Wollte man zum Betrieb einer oder mehrerer Maschinen, welche 
N = 1 ^^^ erfordern und täglich 5 Stunden im Betrieb sein sollen, ein 
sinkendes Gewicht von einer Höhe nicht über 15" verwenden, welches 
nur einmal tägUch in die Höhe gehoben, aufgezogen werden soll (Ge- 
wichtsaccumulator) , so wird die Rechnimg sofort zeigen, dass hierzu ein 
enorm schweres Gewicht gehören würde. 

Setzen wir ein gleichmässiges Sinken voraus, dann folgt zunächst 

aus h = vt die Geschwindigkeit v=— = ,, ^^ ^^ =0,00083". Die- 

t ö • DU • DU 

sen Weil in Gl. 34 c eingeführt, folgt aus 

. ^ G . 0,000 83 ^ 1-75 ^^ ^^^ ^, , 

1,0 = ^^ , G = pöÖ83 = ^^^^° ^^' "^'' 

G = -?0^ = 1800Ctr. 

Diesem Gewicht würde eine eiserne Kugel entsprechen, deren Durch- 
messer sich aus der Gl. 1 7 berechnen lässt. In diese V = -^ d • imd 

o 

7,5 für das spez. Gewicht eingesetzt, folgt 

90000 = 1000 . 7,5 . ^ d», hieraus findet man 

D 



'V 



«■'<"^ =2,84-, 



1000 . 7,5 . TC 

Solche Betriebsgewichte rentieren sich nur zur Ausbeutung von klei- 
nen, geringen Arbeitsleistungen. Sinkt ein Uhrgewicht von G = 5 Klg. 
gleichmässig alle 24 St. 2" herab, dann ist nach (34b) die geleistete 
Arbeit Gh = 5-2=10 Klgmeter; in der Sekunde 

^ = 24 \l 60 = WiÖ ^'^'*"''' 
welche zur Drehung der Zeiger und Bewegung des Perpendikels genügt 

Hecht, Mechanik. I. 4 
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Das Gewicht lässt sich alle Tage in der kürzesten Zeit, sagen wir in 
t=5" leicht wieder heben, aufziehen; die erforderliche Arbeit ist 

A = -— = — ^ — = 2 Klgmeter pro Sek. , oder -7=^ c^^> welche Lei- 
t 1 

stung ein Kind durchfiihren kann. 

Wollte man zur Leistung von ^/j ^^^ Stundenbetrieb einrichten mit 

c* 1 ^ 
einem sinkenden Gewichte, dann wäre nach 34b Vg = -^n i*r\ /»a 1 

hieraus G = 9000 Klg. ; der zehnte Teil des obigen Gewichtes entspricht 

2 84 
einer Kugel von -j^ — = 1,3" Durchmesser. 

VlÖ 
Zur Hebimg dieses Gewichtes auf die Höhe zurück, würde ein 
Windewerk mit n = 4 Mann Bedienung, w = 150""" Trommel welle ge- 
rechnet, K = 450°" Kurbellänge von i = löOfacher Übersetzung nötig 
sein; denn nach Gl. 32 ist (selbstredend theoretisch) 

.^ Qw _ 90 00-150 _ 
^ nPK ""4.15.450 — ^^"• 

Wenden wir hierzu eine Flaschenzugrolle an, dann wäre die Über- 

150 
Setzung der doppelten Winde i= = 75 fach. Rechnen wir weiter 

alle Sekunden 1 Umdrehung der Kurbelwelle, dann sind 150 Sek. Zeit 
oder 2^2 Minute jedesmal zum Aufziehen erforderUch. 

V. Ein Wasserlauf liefert nach vorausgegangenen Messungen in der 
Sekunde Q= 1,4 Kubikm. Wasser; dasselbe fällt, indem es ein Wasser- 
rad treibt, h = 3,4™ herab; eine wie starke Maschine kann durch Ver- 
mittelung des Motors in Betrieb gesetzt werden? 

Das Gewicht des Wassers ist 1000 Q, die Arbeit in der Sekunde, 
weil Q sekundüch zufliesst, ist A = 1000 Qh, somit die Leistungsfähigkeit 

VI. Wie gross ist die Riemenspannung P, wenn durch zwei Riem- 
scheiben eine Kraft von N = 6 ^^^ bei 100 resp. 40 Umdrehungen über- 
tragen werden soll und der Durchmesser der kleineren Riemscheibe 
d = 0,4«" ist. 

Zunächst ist der Durchmesser der grösseren Riemscheibe aus D:d=n:ni, 
wenn n die Umdrehungen 
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Das Moment in der kleineren Biemscheibe -^'^ ^• 

ist, Gl. 36, 

M = 716,2 — = 716,2 -^rir = 43 Klgmeter. 

n l()u 

Da nun M = -- P = 43, so folgt 

^=-|,|-=ö| =2i5Kig; 

Das gleiche Resultat erhält man aus dem 
Moment der oberen Scheibe und deren Halb- 
messer. 

Man findet 

M = 716,2 ^=107^2 Klgmeter, P = ?^^ = 215 Klg. 

Hiemach lässt sich die Stärke des Riemens berechnen. 

VII. Soll ein Zahnrad N = 30 ^^ bei n = 60 Umdrehungen über- 
tragen, und ist der Halbmesser desselben R = 0,7°, der Zahndruck P, 
dann ist 

PR = 716,2^, hieraus P= ^gQ^Q^^ =511 Klg. 

VIII. Ein ausgewachsener Mensch wiegt im Mittel 70 Klg. und hebt 

seinen Körper bei jedem Schritt ungetähr 0,07" hoch; die geleistete Arbeit beim 

Gehen ist demnach A= 70 -0,07 = 5 Klgmeter ca. Macht man alle Sekun- 

5 1 
den einen Schritt, dann leistet man beim Gehen N = _ _= -^ , ^^. Hieraus 

70 15 ^-^^ 

folgt aber noch nicht, dass man nach 15 zuiiickgelegten Sekundenschrit- 
ten eine Pferdeleistung ausgeführt habe; man würde dies vollbringen, 
wenn man auf die Wegstrecke der 15 Schritte seinen Körper in einer 
Sekunde tragen könnte. Die Leistung des Menschen mrd natürlich grösser, 
wenn er eine Last trägt, zu einer Treppe oder Leiter hinaufsteigt. 

Bemerkung. Bei jedem Schritt, dessen Länge s, Fig. 35, sein möge, 
dreht sich das Bein 1 um den Fusspunkt a, und gelangt der Mensch M 
nach b. Die Höhe des Schwingungsbogens ist h, die wir oben zu 7*"" 

annahmen. Aus dem Dreieck acd folgt ^^ = ( "ö" ) +G — h)* oder, 



diese Gleichung nach h aufgelöst, h 



=,-i/r.-ii. 



Mit Hülfe 
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Fig. 35. 




des binomischen Lehrsatzes findet sieb 
die Wurzel zergliedert genau genug 



2 



h = -j,- , die Körperhebungshöhe ab- 

hängig von der Schrittlänge und der 
Beinlänge. 

Setzt man h in die Arbeitsglei- 
chung A = Gh, dann erhält man 



A = C. 



s 



2 



'-81- 

Statt nun das Körpergewicht G, 
h" hoch zu heben, kann man auch eine Kraft P auf die Weglänge s ar- 
beiten lassen und erhält aus 

Setzt man G=70, s = 0,7, 1 = 0,9 als Mittelwerte, dann ergiebt 

0,7 
sich r = 70 Q ' = 6,8 Klg. Die Arbeit des Gehens heisst also soviel 

als eine Kraft von 6,8 Klg. der Schrittlänge s = 0,7"° entlang wirken zu lassen. 
Für s = 0,7 , 1 = 0,9 findet man h = 0,068" ^ 0,07". Nach Gl. 33 

folgt unmittelbar P = = — ^ — = 7 lüg. 



Flg. 86. 



Wie die Bewegungslehre, so lässt sich auch die Arbeit bildlich, gra- 
phisch darstellen und ge^^dnnt man dadurch eine für die Anwendung sehr 
brauchbare Übersicht. Betrachtet man in der Gleichung A = Ps = Gh 
die beiden Faktoren als Seiten eines Rechteckes, so stellt die Arbeit den 
Inhalt des Rechteckes dar. Die horizontalen Linien sind die zurückge- 
legten Wege, die vertikalen die Grössen der Kräfte, Fig. 36. 

Ist die letztere veränder- 
hch, abnehmend, Fig. 37, in- 
nerhalb des zurückgelegten 
Weges, dann ist die Arbeit 
kleiner. Wie die Zeichnung 
andeutet, wirkt die Kraft nur 
auf die Wegstrecke s^ kon- 
stant, nimmt dann aber immer mehr und mehr ab und zwar im \'er- 
hältnis der Neigung der Linie mn, bis am Ende des Weges nur noch 




^'j 




r Kraft P, 



■orliaiideii isl. 

B + 8, 



Die Gesamtarljeit ist A^abnmc, oder 



(l*- 



2 ^" -if — ^-i^ 2 
Ein ähnliches Bild, wie das der letzten Figur, erhült man durch die 
Darstellung der Dampfkraft bezw, Dampfarbeit iiu Innern eines Dainpfcylin- 
ilers, wenn der Dumpf nicht während des ganzen Kolbenweges, sondern 
nur auf einen Teil desselben wu-kt (Expansionsmaschinen). Den nahezu 
Tolleu Druck des Dampfes lässt man, wenn 1 die Lauge des Cvlinders 



liedfutt-t, iiiu- auf einen Teil 
^^kses Hubes Ij einniiken, und 



das . Verhältnis 



das 




lansionsverhiiltuis. Die Krait 
des Dampfes drückt sich durcli 
den Druck auf den □"■ des Kol- 
Ifens aus, welcher sich aus der 
Anzahl der Ätmosphm'en und 
dem Druck einer Atmosphäre auf die Qutidrateinlieit ztisammeusetzt- Am 
Ende des Weges 1, wird der Dampf abgestellt, verhert aber hierdurch nicht 
jitotzhch seine Kraft, sondern behält noch eine gewisse Ausdebuungs- 
lahigkeit (Expaiisionskraft), die erst nach und nach, je nach seiner Tem- 
pi-ratm' und Spannkraft, zu Ende geht. Die Abnahme ist aber nicht 
regelmässig, wie die schiefe Linie mn, Fig. 37, andeutet, sondern nach 
ehier krummen Linie rnjU, gebildet, Fig. 37 a. Den Flächeninhalt der 
ganzen iVi-beitsfigm- gewinnt man dadui-ch, dass man die Fläche in Strei- 
fen zerlegt, die nahezu geradlinig begrenzt sind, und die Flächeninlialte 
meinen addiei-t Man nennt im Dampfmaschinenhau eine solche 
i Diagramm. 
Der Dampf soll während des Hin- und Herganges des Kolbens einen 
massigen Wideretaud überwinden beim Eintritt eines sogenannten 
malzustandes. Dieser Arbeit auf die Lange des Weges mag ein ge- 
r idealei- Dnick P, entspivchen ; es raiiss daim in der letzten Figm- 
KJ'lär.heninlialt des Rechteckes P,l dem der Ai'beitsfläche A gleich sein. 
y in der Figur schraffierten Flächen müssen sich somit gegenseitig aus- 
icJien; die Mehi'arbeit des Damptos zu Anfang muas am Ende wieder 
^ben weiilen im die Widerstaudsai'beit. Hierzu bedarf es allerdings 
hiedener Heguliei-ungsappai-ate , die wir weiter unten nälier kennen 
1 wallen, da sie gleichzeitig noch weiteren Zwecken dienen, 
Ut OD" der Dumpl'cyiiuder- odi-r KoHienquerschidtt, und (b'iickt eine 
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Atmosphäre mit 10 334 Klg. auf den D"", sind pi die Anzahl der idealen 

Atmosphären dem Druck Pi entsprechend, dann ist die Arbeit 

A = Pil = 10 334 0p,l. 

Bewegt sich der Kolben mit v" mittlerer Geschwindigkeit in der 

Sekunde, dann ist in ^^^ ausgedrückt, 

103340prv 

^~ 76 

V ist zu Anfang imd zu Ende des Kolbenhubes Null, inmitten ako 

grösser. Den Mittelwert kann man aus der Anzahl der Umdrehungen 

der Kurbel-(Schwungrad)welle n, und dem Kurbelhalbraesser R redmen, 

(Gl. 5 a): 

_ 2RTCn 

^~ 60 • 

Pi ist abhängig (wie selbstredend auch Fi) vom Expansionsverhält- 
nis Ij : 1 und dem urspiüngUch im Kessel erzeugten Dampfdruck von der 
Spannung p; auch von dem Gegendruck rAtmosphäi'en, welcher vor dem 
Kolben herrscht und auch dazu aufgewendet wird, um den Dampf aus 
dem Cylinder in die Luft zu befördern oder in den Kondensator zu trei- 
ben, im letzteren Fall ist er kleiner als der gewöhnhche Atmosphären- 
druck. Stellt ein Koefficient f diejenige Zahl der Abhängigkeit vom Ver- 
hältnis ^ dar, mit welcher p multipliziert werden muss, um einen ge- 
wissen mittleren Druck p^ zu erhalten, und zieht man von diesem Pro- 
dukt pn,f den Gegendruck r ab, so wird pi = Pmf — r und man kann 
die letzte Gleichung auch schreiben 

_ 10 334 0v(p^f— r) 
75 
hieraus findet man den Cyhnder(kolben)querschnitt, wenn die Maschine N 
^^ leisten soU, 

^ 75 N _ 75 N 

"" 10 334v(p„f— r) ~ 10 334vp, ' 
Führt man obige Beziehung zwischen v, R, n ein, dann erhält man 

716,2 N 

10334 nR(p„f— r) 
Z. B. 1) Abgesehen von noch anderen Verlusten an Kraft, sei eine 
Dampfinaschine von N=20^_^^, v = l° mittlerer Kolbengeschwindigkeit, 
r=l,15 Atm. Gegendruck, p„ = 4Atm. reduzierter Kesseldruck zu be- 
rechnen, wenn das Expansionsverhältnis —- = 0,4 und f = 0,78 sich 
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durch anderweitige Rechnung ergeben hat. Es folgt 

^~ 10 334.1(4.0,78—1,15) -^^^'^ ' 
Hieraus, abgesehen auch von dem Kolbenstangenquerschnitt, folgt, weil 

0,07 = -^, D = 0,38". 

2) Eine Dampfinaschine habe N = 12 ^^^ und macht die Kurbel- 
welle n = 60 Umdrehungen in der Minute; es ist dann das Betriebsmo- 

12 

ment in der Kurbelwelle M = 716,2 -^^ = 143 Klgmeter. Hat die Kur- 

60 

bei eine Länge von R = 0,2'*, dann folgt für den senkrechten Zapfen- 
druck aus 

PR = 143, P = -^^ = 715 Klg. 

1 * Z 

Nehmen wir den Durchmesser des Dampfkolbens zu 22*"° an, dann 

22 2. TU 
ist der Querschnitt j = 380D*""; den Atmosphärendruck pro D**" 

zu rund 1 Klg. gesetzt, findet sich p, aus 

715 
p, 380 = 715, p. = -gg^ = 1,9 Atm. 



Die Zusammensetzimg and Zerlegung von Kräften 

bez. Geschwindigkeiten. 

Wir haben in den ersten Abschnitten imserer Betrachtungen voraus- 
gesetzt, dass eine einzige Kraft nach einer bestimmten Richtung wirkt 
oder sich bewegt, also infolge der 
Kraftwirkung dem Körper eine ge- 
wisse Geschwindigkeit nach einer 
Richtung hin erteilt Wirken nun 
auf einem Körper a, Fig. 38, gleich- 
zeitig zwei Kräfte ein, Pj imd Pj, 
dann bewegt sich der Körper nach 
der Richtung der Diagonale R, 
welche man aus dem Parallelogramm der unter dem Winkel 9 auf dem 
Körper einwirkenden Kräfte konstruiert 

Man nennt die gegebenen Kräfte Komponenten oder Komposan- 
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Fig. 89. 



i^ 



ten, Teilkräfte, Seitenkräfte, die sich zusammensetzen, komponieren, 
zu einem Resultat, der Resultante, Resultierenden R. 

Da die Längen der Linien Pj Pg imd R ebensowohl die Kraftgrössen 
in Längenmassen aufgetragen, als auch die Geschwindigkeiten darstellen 
können, mit welcher sich der Punkt oder Körper a bewegt infolge der 
Kraftwirkung, so stellt das gezeichnete Parallelogramm sowohl das Pa- 
rallelogranmi der Geschwindigkeiten als auch das der Kräfte dar, und 
lassen sich beide in der Theorie imd Praxis vereinigen. 

Denken wir ims der Körper 
gelangt durch eine Eiuftwirkung 
nach b (Fig. 39) in einer Sekunde, 
bewegt sich also mit der Geschwin- 
digkeit Vj = ab; dann wird er in 
einer unendlich kleinen Zeit, z. B. 
in Ve Sek., in a^ angelangt sein. 
Gleichzeitig soll er sich aber auch 
mit der Geschwindigkeit Vj = ac 
nach c bewegen; in einer Zeit von \ Sek. würde er in Cj anlangen. 
Folgen sich beide Bewegungen aufeinander, dann gelangt der Körper 
erst nach aj und von da parallel zur Richtung ac nach dj. In der 
nächstfolgenden kleinen Zeitperiode von \ Sek. gelangt er erst nach a, 
und von dort nach dg u. s. £, bis er in d der Diagonale, der Verbin- 
dimgslinie der einzelnen Punkte ad^d^ . . . ankommt*) 




*) Mit Zuhülfenahme der analyt. Geom. läset es sich etwas näher auf die Be- 
weisführung des Parallelogramms eingehen. 



Fig. 39 a. 





Der Körper oder Punkt a bewegt sich in der Zeit von t" nach b, legt also 
den Weg x = ab ^ Vjt zurück; gleichzeitig in derselben Zeit M' mit der Geschwin- 
digkeit Vi den Weg y^ac = Yit Um unabhängig von der Zeit zu werden, ent- 
nehmen wir t= aus der ersten Gleichung und setzen diesen Wert in y ein, 



dann findet sich y = 



v« 



ist aber eine feststehende, konstante Zahl A 
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^^V Die AVii'kuiig dee Paiallelogramnis kann man an eich selbst erproben, 
■wenn man versucht, üher einen Fluss, dtr mit der Gesc-hwindigkeit 2" 
HiesBtst, KU schwimmen und hierbei mit der Kijiftan- ^^ ^f^ 

strengung der ( ieschwindigkeit V" enteprediend senk- 
recht zur Fluss lieh timg nach c zu gelangen sucht. Das 
letztere Ziel wird man nie erreichen, simdern stets nach 
einem Pimkt d gelangen, der sich aus dem Parallelo- 
gramm (hier Rechteck) durch Konstruktion der Diago- 
nale ad findet In allen Fällen bleibt es sich gleich, oh miin, wie auch 
hier, eine der Geschwindigkeit entsprechende Kraft, oder die eretere -selbst 
annimmt, oder ob man von der WeglJinge in dei- Sekunde ausgeht. 

Stellen wii- uns nun die Aufgabe die Resul- y^^ j, 

tierende und die Boziehungeu zwischen R und den 
Teilkmtlen durch Rechmmg zu finden. 

I>er einlachste Fall ist, wenn die Teilkräfte 
P, und P, als Ki-äfie (oder Geschwijidigkeiten v,v,) 
rechtwinkehg aufeinander einwirken, dann ist 

B = T^PZ + P;»; bezw. Pi = VR»— Pj« oder P^ = /R"*^^ 




(36) 



and man erhUlt die Gleichung, allgemein unagedrückt, y = Ax. Nach den Grund- 
iKtxen der nnaljtiachen Geometrie ist die» aliei die Gleichung einer geraden Linie 
Ton dem Punkt a nach d unter einem Winkel x geneigt, velcher Winkel zn dem 
halben Parallelngramm abd gehurt, und von den Geschwindigkeiten der Eonipo- 
nanten. Teil geech windigkeiten, abhängig i*t. A bedeutet in der ersten Figur den 

Änsdrook (achief winkelige Coordinaten) A ^= ■ — ; , fflr 9 = 90° in 

ainip — tgacoeq) 

d«r «weiten rechtwinkeligen Anordnung A = tgix. Die Gleichung der geriideo Linie 

i*t in den beiden Fällen y ^ - .- x, bezw. y ^=ax. Z. B. für 9 1= 40% 

ft^Vi (d. als tg eines Winkel, kann jede Zahl bedeuten), folgt 



'/. 



-^x^ilAf, 






Bftcitchtet man i und y a1e Kräfte und setzt i^I, dann folgt au« der ertten 
01«ichung y^VsV^. die ßesultante ist alsdann 

R = yp + (Vay2'J>+ V, V'7.cosl&= Y'^i- weil cOB 45 = i V'2. 
Aus def zweiten Gl. y^'/i« wird für x=^2, y = '/ii somit 

R = y"2i+v7=v !"=■/■. 

«renn die Kouipoii eilten x^2, y^0,5 rechtwinkelig aufeinander stehen. 
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^- *2. Wirken, Fig. 42, die Kräfte P^ und 

Pj unter einem Winkel a aufeinander^ 
dann ist nach dem Cosinussatze 

R« = Pj 2 _j_ p^ 2 _ 2P^ p^ cos (180— a), 

imd 

(87) ... . R = Vl?i « + Pg * + 2Pi P, cos a. 

Bildet die Resultierende mit einer Komponente Pj den Winkel 9, dann 
lässt sich die andere Komponente berechnen aus 

(37 a) . . . . Pj = y R« + Pjj « — 2 P2 R cos <p. 

Eine Lösung ist ausgeschlossen, wenn R* -f" ^2 * 5 ^ ^2 ^ ^s 9. 

Sind endUch beide anschliessende Winkel 9 und ß gegeben, dann 
verhält sich nach dem Sinussatze 

(88) . Pi : sin 9 = R : sin Y = P^ : sin ß = R : sin (9 + ß). 

Aus diesen Beziehungen lassen sich die unbekannten GUeder leicht 

berechnen. 

Flg. 48. Ebenso wie man zwei Kräfte 

zusammensetzen kann, lässt sich 
auch jede Kraft in zwei beliebige 
Komponenten zerlegen. In bei- 
stehender Figur ist die gegebene 
Kraft R in die beiden rechtwin- 
keUgen Komponenten 1 und 2 
und in die schiefwinkeKge 3, 4 
und 5, 6 zerlegt 

Zerlegt man eine solche Kom- 
ponente wieder in zwei, dann lässt 
sich, wie man leicht übersieht, 
überhaupt eine Kraft als die Re- 
sultierende beUebiger Kjräüe dar- 
stellen; umgekehrt können wir 
beUebige Kraft» um einen Punkt 
herum annehmen, und nach und 
nach zunächst durch Konstruktion 
deren Zusammensetzung bewirken. 
In Fig. 44 wirken um a hemm 
4 beliebige Kraft« 1, 2, 3, 4. Wir 
können 1 imd 2 durch deren Resultante Rj ersetzen, diese mit 3 ver- 
bunden, giebt R2 die Resultierende. R, mit 4 vereinigt, erhält man als 




ng. 44. 
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endgültige Kraft R, nach welcher Richtung hin sich der Punkt mit der 
Stärke R bewegt. Denkt man sich eine Kraft als 5. auf a einwirken^ 
Rq, welche so gross wie R, aber entgegengesetzt wirkt wie R, dann ist 
Gleichgewicht hergestellt. 

Die Konstruktion der verschiedenen Parallelogramme lässt sich auch 
vereinfachen, wenn man bedenkt, dass bc gleich und parallel 2; cd # 3 
und de 4t= 4 sind, e mit a verbimden Hefert R. ea = R ist die Schluss- 
linie; ist Ro noch als 5. Kraft gegeben, so würde schUessUch ea fl: Rq # 5 
(Fig. 45), und dieses sogenannte KräAe- oder Geschwindigkeitspolygon 
abc de a wird ein geschlossenes, die letzte Linie fällt nach a zurück 
und a ist im Gleichgewicht. In Fig. 46 und 47 ist das Polygon ausser- 

Fig. 46. 





Flg. 47. 




halb der Kräfte gezeichnet und in anderer Reihenfolge. In Fig. 48 findet 
man noch die Resultante R = 5, 50, 600 etc. je nach dem angenommenen 
Mass, auch hier sind die Kräfte im Polygon gleich und pai-allel den ge- 
gebenen. 



Flg. 48. 



Flg. 49. 



Flg. 49 a. 






Das einfachste Kräftepolygon ist offenbar das Kräftedreieck (Fig. 49); 
das Schliessen desselben deutet wieder den Gleichgewichtszustand des 
Körpers a an. 
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Wirken die Kräfte parallel unter sich, wie Fig. 60 zeigt, dann ist 

die Resultierende R die Summe der einzelnen Knlfte. Der ÄngriSfipuiikt 

S derselben, die Bog. Mittelkraft 

*"'■ dieser parallelen Kräfte, muss so 

gelegen sein, dass rechts und 

links von S Gleichgewicht statin 

findet; d. h. die rechts drehenden 

müssen den Imks drehenden Mo- 

* menten gleich sein. Wir werden 

■^JKe weiter unten auf den Punkt S, den 

Schwerpunkt, zurückkommen. — 

Versuchen wir nun auch die 

Resultante R, wenn mehrere Klüfte 

auf einen Punkt wirken, durch 

Rechnung zu bestimmen. 

Pj (Fig. 51), um den Punkt 

Legen wir zwei senkrechte Linien durch 0, 



Es seien die Kräfte P^ P, P. 
herum wirkend, gegeb« 
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Richtungsachsen (Koordinatensj-stem) XX, YY; dann erhalten wir 4 Fächer, 
Quadranten, in denen die Kräfte verteilt liegen. Von dem rechts oben 
liegenden Quadranten wollen wir (wie in der Trigonometrie) ausgehen, 
für ihn seien YO und XO possitiv, ebenso rechnen vrir die sämtUchen 
Winkel, von derLinieOX aus und zwar links henmi; dann liegen P, P, 
unter spitzen Winkeln, P, unter einem stumpfen und P^ P, sind über- 
stumpfe Winkel. 
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Wir können nun jede der einzelnen gegebenen Kräfte in je 2 Kom- 
ponenten zerlegen, welche senkrecht aufeinander stehen, selbstredend in 
angreifen sollen und in die gewählten Achsen fallen müssen; dann 
können wir die Kraft Pj ersetzen durch Xj ji; P2 durch Xj jg, P3 durch 
X3 jTg In Fig. 52 haben wir die sämtUchen Ersatzkräfte einge- 

Fig. 52. 
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zeichnet, erhalten also eine Zusammenstellung von rechtwinkelig auf- 
einander stehenden, teils nach einer, teils nach entgegengesetzter Richtung 
hin wirkenden Kräften, und zwar wirken jg imd y^ negativ (entgegen- 
gesetzt) von yiygys; ^3X4 negativ, Xj Xg X5 positiv. Die endgültigen 

Seitenkräfte 

X = Xj + X2 + X5 — X4 — X3 = 2x 

Y = yi + yj + ys — 74 — ys = 2y 

bilden die hier im 4. Quadranten liegende Resultierende 

R = /x« + y« = y (2x)2 + (2y)2 .... (39) 
Bedenkt man nun, dass nach den Grundsätzen der Trigonometrie 
Xi = Pi cos tti ; x, = Pg cos Og ; X3 = P3 cos 03 ... . 

yi = Pi sin tti ; y« = Pg sin o, ; y3 = P, sin ag 

so geben diese unmittelbar aus den Winkelfunktionen des cos und sin 
in den verschiedenen Quadrantenlagen, den positiven oder negativen Wert 
der Kräftekomponenten. 
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Mit obigen Gleichungen gleichlautend folgt dann 

t±(y\ I X^ = Pi cos tti 4" P« ^8 Og + P3 cos ttg + . . . . = 2 P cos a 
1 Y := P, sin tti + Pg sin Og + P3 sin ttg + ....= 2P sin a 

{39a) .... R = /(2P cos a)» + (2P sin ol)^~ 

Der Winkel, den die Resultierendie R mit der Ausgangslinie OX 

bildet, findet sich aus 

Y SPsina . Y X 

(41) . tanga = ^ = -^^^^, sma = -j^, cosa = -^. 

Man übersieht leicht, dass das Verfahren, die Resultierende durch 
Rechnung zu bestimmen, langwieriger, aber wenn man sich die trig. 
Grundsätze der Winkelfunktionen klar gelegt hat, durchaus nicht ver- 
wickelt ist, wie aus dem folgenden Beispiele leicht ersehen werden kann. 

Beispiele. L Es sei Pi=60; P2=50; Pg = 30; P4 = 70; 
Pg = 140 Klg.; die zugehörigen Winkel seien ai = 30°, 02 = 70°, 
ag = 135° 30, a^ = 260°, ol^ = 310° 50'. 

Die horizontalen Komposanten sind der Reihe nach: 

Xi = Pj cos tti = 60 . cos 30 = + 60 . 0,866 = + 51,96 
xg = Pg cos a^ = 50 . cos 70 = + 50 • 0,342 = + 17,10 
X3 = P3 cos Oj == 30 cos 135° 30' = — 30 cos (180 — 135° 30) 

= — 30.0,713 = — 21,39 
x^ = P^ cos a^ = 70 cos 260° = — 70 cos (260 — 180) 

= — 70 cos 80 = — 70 . 0,174 = — 12,18 
X5 = l\ cos ag = 140 cos 310° 50' =+ 140 cos (360—310° 60') 

= + 140 cos 49° 10' =+ 140 • 0,654 =+ 91,56. 
Die vertikalen Komponenten sind 

yi = Pi sm tti = 60 . sin 30 = + 60 • 0,5 = + 30,00 
y^ = P2 sin Og = 50 sin 70 = + 50 • 0,940 = -f 47,00 
yg = P3 sin ttg = 30 sin 135° 30' = + 30 - sin 44^° 30 

= + 30-0,701 = 21,03 
y^ = P^ sin a^ = 70 sin 260° = — 70 • sm 80° = — 70 • 0,985 

= — 68,95 
Vg = Pg sin tts = 140 . sin 310° 50' = 140 sin 49° 10 

= - 140 . 0,757 = — 105,98. 
Die algebraischen Summen sind 

X = 2P cos a = 51,96 + 17,10 — 21,39 — 12,18 + 91,56 

= + 127,05 Klg. 
Y = :^P sin a = 30 + 47,00 + 21,03 — 68,95 — 105,98 

= — 76,90 Klg. 



Die Zosammensetzung und Zerlegung von Kräften bez. Geschwindigkeiten. 63 



Die endgültige Eesultierende ist nach (39) 

R = yWi^b^ -f 7p^= 149 Klg.; 
der zugehörige Winkel a ist nach 

tg. a = ^^1^ = - 0,605; a = 31° 10'. 

Die Resultante liegt im 4. Quadranten , und zwar um aj -f- a = 
30° + 3r 10' d. sind 61° 10' von der ersten Kraft P^ entfernt 

Das Kräftepolygon der Figur 51 giebt auch thatächhch den Polygon- 
schluss und begründet durch Zeichnung das gefundene Rechnungs- 
resultat. 



IL Ein Fluss fliesst mit Vg = v,4° Geschwin- 
digkeit, ein Schwimmer sucht unter einem Winkel 
a = 80° denselben zu übersch>vimmen und zwar 
mit der Geschwindigkeit Vj = 0,6*°, wie gross ist 
die Resultierende R, mit welcher er von a in d 
anlangt? 

Gl. 37 liefert uns 



Flg. 53. 



-<z 




Flg. 54. 



R = Vo,i^ + 0,6^ + 2 . 0,4 . 0,6 cos 80 = 0,995". 

Also mit fast 1" Geschwindigkeit gelangt der Schwimmer unterstützt 
Ton der Gewalt des Wassers neben seiner eigenen Kraft in d an. 

in. Die Resultierende R=1000 
bildet mit den Teilkräften Pg = 600 Klg. 
und Pj = 500 Klg. einen gewissen Win- 
kel a, wie gross ist derselbe? 

Quadriert man Gl. 37 a, dann folgt 
P^2^R»-f-Pjj»— 2RP2 cosa, 
hieraus 




cos a = 



R2 + Pjj — Pi 2 1000» + 600« — 5002 



2RP 



2 



2 . 600 . 500 



» */i^ 



= 0,925. 



Die Cos-Tabelle zeigt auf a = 22° 20'. 

IV. In der Hälfte eines Drahtes, wel- 
cher (Fig. 55) in a und b befestigt ist, 
hängt eine Last Q == 80 Klg., wie gross sind 
die Kräfte P in den beiden Drahthälften? 
Die beiden Kräfte P sind hier offenbar gleich 
gross ce und cf, Q ist die Resultante der- 



(S. Anhang, Tab. U). 

Flg. 55. 
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selben. Vervollständigt man das Parallelogramm, dann ist, weil edcf 
ein Rhombus, nach dem Cosin-Satz 

dP = dc^ + cP — 2 de • cf cos a/,, oder 
f'- P« = Q2 + p2 — 2 PQ COS a/g, hieraus findet man 

2 COS a/g ' 
Nehmen wir a zu 76° an, dann ist 

80 80 



P = 



= 51 Klg. 



2 cos 38 1,576 
Lässt man a immer kleiner werden, also rückt man die beiden 
Drahtenden a und b näher bis sie sich endlich berühren, so kann man 

a = annehmen, es wird dann cos a/, = 1 und P = -x- ; d. h. in einer 

senkrecht hängenden Schlinge hat jedes Drahtende die Hälfte der Last 
als Zugkraft zu tragen. Versucht man andererseits den Draht horizontal 
zu spannen und hängt die Last in die Mitte, so würde a= 180, folg- 
lich weil cos a/j = cos 90° = 0, P = -^ = CXD; hiemach würde eine un- 

endhche Kraft erforderlich sein, um einen Draht in horizontaler Spannung 
zu erhalten, denn selbst wenn der Draht keine Last zu halten hat, so 
hat er immerhin sein Eigengewicht zu tragen, eine Zugkraft Q ist, wenn 
auch noch so klein, doch immerhin vorhanden. Ein Draht, Schnur oder 
Kette lässt sich also nie, in eine gerade Linie gestreckt, an 2 Punkten 
aufhängen. 

Ist der Draht (Fig. 56) zwischen 2 Stangen aufgespannt, an der 
einen bei o fest, an der anderen Stange durch mn gehalten, dann findet 

Fig. 56. 




man die Bedingungen, unter denen die Stangen senkrecht stehen müssen,^ 
wenn wir bei n und o eine Zerlegung der Kräfte vornehmen. Die Last 
Q mag wieder in der Mitte hängen. Die Zerlegung der Kraft P bei o 
führt zu den Teilkräften K und S, von denen die horizontale S am 
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Hebelarm h die Stange abbrechen, die vertikale K die Stange zer- 
knicken will. 

Aus den rechtwinkeligen Dreiecken bei folgt 

p- = cos (90 — a/,) = sin a/, und 

K 

-^ = sin (90 — a/,) = cos a/,. 

Behalten wir a = 76° und P = 51 Kg bei, dann wird 

S = 51 . sin 38 = 5 1 . 0,616 = 31,4 Klg. 
K = 51. cos38 = 51. 0,788 = 40,2 „ 

Hat die Stange die Höhe h = 5", dann muss ihr Fuss dem Moment 
M = hS = 31,4«5 = 157 Klgmeter Widerstand leisten, während sie gleich- 
zeitig den senkrechten Druck von 40,2 Klg. aushalten muss. 

Um die Kraft Z im Spanndraht mn zu ermitteln, zerlegen wir, wenn 
ß = 40° der Neigimgswinkel von mn ist, die Kraft Z in S und K^. 
S hat den gleichen Wert wie oben, K^ wird offenbar grösser wie K. 



Es ist 



Z 
Z = 



= sin ß und 

S 31,4 



= 49 Klg. 



sm ß 0,643 

Z nähert sich um so mehr der horizontal wirkenden Zugki^aft S, je 
grösser ß wird; denn für ß = 90° würde Z = S; umgekehrt folgt aber 
auch, dass je kleiner ß, eine um so grössere Gewalt in Anwendimg 
kommen muss, der Zugkraft S, bezw. der Kraft P im hängenden Draht 



das Gleichgewicht zu halten, für ß = o° wird Z=00. 
Eine senkrechte Stange oder beispielsweise ein 
Schornstein wird sich um so günstiger vertikal 
erhalten lassen, wenn man (Fig. 57) die seitlichen 
Stangen möghchst weit vom Schornstein ab befestigt. 
Zu dem gleichen Resultate gelangt man aber auch, 
wenn man das Parallelogramm nqsp (Fig. 56) 
konstruiert, in welchem der Winkel nsp = a/g. Nach 
dem Sin-Satz verhält sich 

np : sin a/, = nq (sp) : sin ß oder 

Z : sin a/g = P; sin ß , hieraus folgt 

Z = P ^^^1^ —^* ^'^^^ 



Fig. 57. 





sin ß 

Hecht» Mechanik. L 



= 61 



0,643 



= 49 Klg. 




«35?B8?^5fc^a2^^ 
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Die Druckkraft Kj folgt aus 

Kj : sin [180 — (a/, + ß)] = P : sin ß, oder 
. _ sin (g/g + ß) _ _ sin 78 



K 



51 



= 77,6 Klg. 



sin ß sin 40 

V, Auf einer Säule stützt sich eine Treppe, deren Potest mit Q = 
5000 Klg. belastet sein soll. Der Treppen winkel sei 9 = 86°, wie ist 
die Kräfteverteilung? 

Flg. 58. 




Die Hälfte der Last Q, nämlich 2500 Klg., wirken senkrecht auf den 
Endpunkt der Treppe. Betrachten wir diese Kraft als Komponente der 
in der Richtung der Treppe laufenden Kraft P, dann ist 

^'^ =4262 Klg. 



-— = P sin © , hieraus P = ^r—. 

2 ^ 2 sm 9 



2 . 0,588 

Die Zugkraft S, welche das Treppenpotest aus der Mauer herauszu- 

S 
ziehen sti'ebt, ist zu berechnen aus yr^ = cotg 9, nämhch 8 = 0/2 ^^ 9 

= 2500 . 1,376 = 3440 Klg. Es pflanzt sich nun der Druck P durch 
die Treppe hindurch fort bis auf den Säulenkopf, dort zerlegen wir P in 
Y und X, selbstredend wieder rechtwinkeUg. 

Es folgt dann 

Y = P sin 9 und X = P cos 9 , oder die Zahlen eingesetzt, 

Y = 4252, sin 36 = 4252 • 0,588 = 2500 Klg. 
X = 4252 cos 36 = 4252 - 0,809 = 3440 Klg. 
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Führt man 


P 


2 sin 9 


Y nnd X ein 


dann erhält mau 


1 


Y=-, 


y 


sin 


9— .1 iin'l 


X = -**- - 

2 6iu(p 


cos 9 
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cotg 9 = S 


we 


oben. 
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dieser 


Kl 


iiteverteiluug 


eraehea wir, 


dass 


sich 


die Druckkraft 



Q/, diu'cli die Treppe bis auf deu Fuss der Säule fortpflanzt, und dass 
die rechte Wand diesellje Zugkraft S wie die linke üruiikkraft X aus- 
lialteu niusB. 

Tl. Euie lose aufgehängte Rolle wird rechtwinkelig 
Ton den gleicliea Kräften P = 400 Klg. angespannt, wie 
gross ist der Ächaendruck, die Resultierende R? Nach 
GL 36, folgt 
R = yp" + I" = PlA2= 1,414 -400 = 565,6 Klg. 

Wiii-den beide Kräfte P unter einem Winkel TOn 
60'^ auf die Achse einwirken, dann käme Gl. 37 in Be- 
tracht, in welcher wir P, ^ P, setzen. Es wird 
R= iA2P»-|--^p* 




M^^ R = 1^2 P* + -^ P* cos et ^ P y 2 (1 + cos a) 

^H = 400 /2 (f+Öjö) = 693 Klg. 

^^P Für a = o wird R = 2 P. wenn « = 180° wird R = 
f^B Rolle keinen Druck auszuhalten, dient nur zur Leitung. 
yil. Der hohle Körjjer a vom Gewicht Q 
läast sicJi au der Stange bc auf- und abscliieljen, 
wie gross ist eine unter einem Winkel a ivirkende 
Zugkraft I'? P zerlegt sich in eine hoiizontide 
Komponente p und in die vertikale, welche dem 
Gewicht Q gleich und entgegengesetzt ist. 



o, dann hat 



Es ist 



cos a, hieraus 
Q 




für et ^^90° wird 



Für a = o° wird natürlich P ^= Q; 
P = p = 0O; durch eine horizontal wirkende Zugkraft ist es unmöglich 
^ Gewicht hoch zu ziehen. 

VIU. Die folgenden Figuren (Fig. 61 bis 66) stellen Krahngerüste 
•w: ea handelt sich für uns zunächst uju die Verteilung der Kräi^ P,, 
i'i in den Lastkuotenpunkteti, wenn Q die dort senkrecht wirkende Zug- 
kraft ist, welche sich aus der Last und dem Eigengewicht des Krahues 
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Es sei Fig. 61, 62 die Höhe h = 5'", a = 4,2 Ausladung, Q = 
2000 Klg. 



Flg. 61. 



Fig. 62. 





a 



4,2 



Zunächst wird tg a = -t- = — ^ = 0,84, a = 50°, sonach 

ß = 90 — a = 40^ 
Pi wirkt als Zugkraft, die Strebe lässt sich also durch eine Kette 
oder Zugstange ersetzen; die Strebe der Kraft Pg muss aber steif sein, 
weil in ihr eine Druckkraft wirkt, die sie zu zerknicken droht. Betrachtet 
man Q als Resultante der beiden Seitenkräfte Pj und Pj, wie die Zer- 
legung in den Figuren andeuten soll, dann findet man aus Fig. 61 



Q 



P 

cos a und -^ = tg a, somit 



(a) 



Q 



cosa 
Pi = Qtga = 



Q 



2000 



2000 



sin ß 

Q 



= 3110 Klg. 



tgß 



cos 50 0,643 
= 2000 -1,192 = 2384 Kg. 



(c) 
(d) 



Aus der Zerlegung in Fig. 62 ergiebt sich 

-p- = cos OL und ^ = tg a, somit 
■*■ 1 v& 

. . . Pi=-^ = -^- = 3110 Klg. 

cos a sm p ^ 



. . . Pg = Q tg a = Q cotg ß = 2584 Klg. 

Die Verteilung von Druck und Zug ist hier also umgekehil, \\ie in 
Fig. 61; die vorstehenden Formeln würden paarweise identisch, P2 = Qtga 

Q 

und Pi = , wenn man die Bezeichnungen der Kräfte in den Streben 

^ cos a ° 

Fig. 61 umkehren würde. 
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Fassen wir, wie in den Figuren 63 bis 65 geschehen, die Erahn- 
streben unter behebigen Winkehi zusammen, dann sind in diesen allge- 

PlR. 68. Flg. 61 
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meinen Fällen die obigen enthal- 
ten. Wird die Strebe der Kraft 
Pi horizontal, dann resultiert der 
Fall Fig. 61, hegt die Druckstrebe 
Pg horizontal, dann erhält man 
den Fall Fig. 62. Die Verteilung 
der Kräfte ist aus den Parallelo- 
grammen, in denen Q Resultie- 
rende, leicht zu ersehen, a ist 
-der Winkel, den Q mit P,, und 
ß der, den P, mit Pj bildet. 
Aus den beiden Dreiecken (Fig. 63) 
pnm und opm findet man die 
Winkel a und ß, nämHch 

a 




9!»äV///////, 



Fig. 65. 




a 



tang a = -H, ^^^"'^ ^^ "" H — h 
Im zweiten Krahngerüst ist 

^6 a = Y^H-und tg[180 — (a+ß)] = -J 



(e) 



a 



(f) 



Die Winkel im 3. Krahngerüst ergeben sich aus den Gleichungen 

tg (180- a) = ^j^ und tg [180 - (a + ß)] = ^. . (g) 

Für alle 3 Krahngerüste kann man jetzt den Sin-Satz in Anwendung 
bringen, um Pj und P,, weil der Winkel a und ß bekannt, zu berechnen. 
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Aus den Proportionen 

Pi : sin a = Q : sin ß und P^ : sin [180 — (a + ß)] = Q : sin ß 
ergiebt sich 



(0 



Q_sin(a + ß) 



* ^ sinß 

Setzt man a = 90° bezw. ß = 90 — a, dann erhält man wieder 
obige Gleichungen, da die Krahngerüste (Fig. 61, 62) wie gesagt nur 
besondere Fälle der letzteren sind. 

Man erhält, wenn der Winkel a (Fig. 64, 65) in 90° übergeht 



Pi = 



Qsin90 
sinß 



. Q = , CjI. (c). 

sm ß cos a 



P,=Q "°^^^^ + ^^ =Qcotgß = Qtga, Gl. (d). 

sm p 

Setzt man in (h) und (i) ß = 90 — a, oder a = 90 — ß , dann wird, 
wie Gl. a imd b 



Pi=Qt- 



sm a 



sin (90 — a) 



= Qtga== 



Q 



tgß 



, Gl. (b). 



P.=Q_!iiL|L?5^ = _3_= Q Gl.(.,. 

sm (90 — a) cos a sm ß 

Aus der Figur 64 lässt sich noch der besondere Fall ableiten, für 
welchen H = V2 ^j wie aus beistehender Figur ersichtUch. 

Flg. 66. 




Setzt man in (f) H = V2 h, dann folgt 

a _ 2a 

ß ergiebt sich aus 

(f,) ß = 180 — 2 a. 



tang a 



h-h/. 



I 
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Beide Winkel in (h) und (i) eingeführt, findet man 
p ^ sing ^ sing ^ sin g Q 



sin (180 — 2 g) sin 2 g 2 sin g cos g 2 cos g 

^ 8in(g+180 — 2g) ^ Q__^ 

* ^ sin(180 — 2g) 2 cos g ' 

Die Kräfte in beiden Streben werden also gleich gross 

* ' " 2co8g 

Setzen wir, wie im Beispiel 4, infolge der Symmetrie eine gleich- 
massige Verteilung d6r Kräfte voraus, dann folgt auch nach dem Cos- 
Satz, 

np* = mn* + mp* — 2 mn-mp cos g oder 

Po ^ = Q* + Po ^ — 2 Po Q cos g, hieraus wieder 

p --^- 

2cosg 

Nehmen wir als Beispiel wieder Q = 2000 Klg. und (Fig. 63 u. 65) 

H = 5°, h = 3", a = 4,2". 
Nach Gl. (c) sind für den FaU Fig. 63 die Wmkel 

tangg = 4- = 4^ = 0,84, g = 40°. 

11 o 

tang(a + ß) = -g-^ = -^^ = 2,l, a + ß = 62°30', also ß = 

24° 30'. 

Die Kräfte sind nach Gl. h, i: 

V,=Q^ = 2000 ^"^ = 2000 -^ = 3100 Klg. 
^ smß sm24®30 0,415 ° 

= Q «^(« + ß) = 2000 ^^'- = 2000 -M03 _ 4350 Klg. 
* smß 0,415 0,415 ° 

Die Berechnung der Winkel in Fig. 65 erfolgt nach Gl. g. Man 

erhält 

tang(180 — g)=g-^- = ^^ = 2,l; 180 — g = 64°30, 

somit ist hier g=llö°30; femer wird 

tang [180 — (g + ß)] = 4- = 0,84; 180 — (g + ß) = 40° 

gesetzt, findet man ß = 24° 30'. 

Beide Winkel müssen, da die Lage des Krahnes nur als eine symme- 
trische Figur gegenüber der eben berechneten aufeufassen ist, mit dem 
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obigen übereinstimmen. Auch die Kräfte sind, entgegengesetzt, dieselben. 
Man findet 

Px = Q -^ = 2000 ^_i?Z^ = 4350 Klg. 



sinß 



sin 24° 30 



P, = 2000 



sin 140 



= 2000 



cos 50 



= 3100 Klg. 



* sin 24 30° 0,416 

Nehmen wir fiir das Krahngerüst Fig. 64, um möglichst dieselben 

Verhältnisse beizubehalten h = 5", H = 3" und a = 4,2" Ausladung. 

Dann sind die Winkel nach Gl. (f) wieder aus 

a 4 2 

tanga = -r xT = -T-^-^ = 2,1, a = 64°30' und aus 

n — U ü — o 

tang [180 -(a + ß)] = -A = J^ = 0,84, a+ß = 140°, 

somit ß = 76° 30'. 

Die Verteilung der Kräfte ist hier nach (h), (i): 

P. = 2000 »ly«- = i5^_Mi = 1330. 

sm ß 0,968 

Für den besonderen Fall Fig. 66 sei wieder Q = 2000, h = 6", 

a = 4,2", dann ist 

tang OL = -T— = 1,68 

a = 59°20', cos a = 0,51, demnach 

p _ Q 2000 

A — 



2-0,501 



= 1960 Klg. 



2 cos OL 

die Kraft in beiden Streben. 

IX. In beistehendem Sprengwerk sei der horizontale Träger ab in 
der Mitte imterstützt, abgesprengt durch die Streben mn \md mn^, die 



Flg. 67. 



JH., 9 




in m wirkende Zugkraft Q verteilt sich mit der Kraft P, je nach n und 
nach n^; wie gross ist P, und die Kraft« X, Y, Seitenschub und verti- 
kaler Druck, in welche sich Pj zerlegt? 
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Wendet man, wie iii Fig. 55, Beispiel 4, geacliehen, deii Cos-Satz 
■f daim erhält man 

Q _ IQ 000 _ 100000 _ 

2 cos a 2 cos 53° 10 2 ■ 0,599 ^' 

1 
Es ist nämlicL lang a = -^ = 1,33 333, eomit o = 53M0'. 

Teilt man das Sprangwerk im Knotenpunkt m und betrachtet jede 
Hälfte als Krahngerüst mit der Last Q/2 = 5000 Klg., dann erhält man, 
wenn man die gleiche Zerlegung, wie in Fig. 61 vorgenommen denkt, die 
^Orniehi (a) und (b) S. 68, nämÜcb 

P, = 5000 tg 53' 10 = 6670 Klg. 

P, = — -r6^,-K = 8347 Klg, wie olwn. 
■ cos 53 10 

Die Kraft Pj bewirkt, wie schon angedeutet, einen Seiten- und einen 

L Druck, welche sich aus den Formeln ergeben. 

—^ = sin d und ^p— =^ cos a; und zwar 

X = P sin et ^ 8347 • sin 53" 10 = 6670 Klg. 
Y = P cos a = 8347 cos 53' 10 = 5000 lüg. 
Die gleiche Verteilung der Klüfte ist uns bereits aus Beispiel 5, 
f 68, bekannt. Der vertikale Druck Q verteilt sich zu gleichen Teilen 
f das Fundament und die Zugkraft P, ist dem Seitenschub X gleich. 
Tritt der Fall ein, dass die Strebe mn zu schwach ausgeführt wer- 
oen würde, oder schwächer ausgeführt wei-den müsste. als es die Rech- 
nung, um der Dnickkraft P, Wideretand zu leisten, zuhesse, dann wäre 
eine Ausbiegung nach der einen oder anderen Seite, wie die gebogenen 
Linien auf der rechten Seite der Figur andeuten, unvermeidhch. Man 
setzt zm' \'erstärkung eine Zange z ein, welche die Biegung (Knickung) 
verhindern soll, dadurch entstellt bei p ein neuer Knotenpunkt und ist 
das Zerkuickungs vermögen der Strebe auf die halbe Länge oder einen 
Teil vermindert Die Richtung der Ausbiegung ist bei quadratischem 
Quersflmitt mehr dem Zufall aidieimgestellt, hangt abei' von der inneren 
Beschaffenheit des Materiales, von der Form des Querschnittes und von 
der Lage der Sti-ebe mn ab; um allem vorzubeugeu, auch wenn die Last 
in m, wirkt, nehmen wir eine steife Zange an in diesem Fall, weil deren 
Dimensionen gewöhnlich so stark sind, dass sie ohne KontroUrechnung 
derselben Druckkraft als Zugkraft Widerstand leisten könneu. 

Setzen wir, wie in Fig. 68 angegeben, eine Zerknickung voraus und 
i die Kraft z durch Zerlegung von P, im Knotenpunkt p zu be- 
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Fig. 68. 



stimmen, dann teilt sich Pg wie aus dem eingezeichneten Parallelogramm 
ersichthch, in W und Z. Da diese Zerlegung auch einem Krahngerüst 

angehören kann, wollen wir die in 
m wirkende Zugkraft K nennen ; für 
obiges Sprengwerk würde K = Q/2. 
Nach dem Cos-Satz ist 
W* = Z« + Pj * — 2 ZPj cos 9. 
Für 9 = 90° wird, weil P, mit 
W zusammenfällt, wie in Fig. 67 
Pjj=Z« + Pi« oder Z = 0. 
Ist Z rechtwinkelig auf die Richtung der Kraft W, dann wird pqr 
ein rechtwinkeUges Dreieck und es folgt 

(k) W = Pg sin 9 ; Z = P2 cos 9. 

Bezeichnet man den Winkel bei q mit ^, dann ergiebt sich nach 
dem Sin-Satz 

W : sin 9 = Z : sin + = Pjj : sin [1 80 — (9 + +)] = P, ; sin (9 + ^i), 
hieraus folgt 

si^? rj jy sin 41 




(1) 



W = R 



, Z = P, 



^ sin (9 + 4*) ' " ^ * sin (9 + vj>) ' 
Für vj> = 90 — 9 folgen wieder die Gl. (k). 
Nehmen wir a = 4" Ausladung, K = 5000 Klg., dann wird 

P, = 8347 Klg. (S. 73). 

Aus der Figur entnehmen wir 9 = 60°, 9 = 15°, dann folgt 

0,766 



'' = ''" ^^-''" 0,906 
Z = 8347 4^; = 8347 '^^'' 



= 7000 Klg. 



= 2360 Klg. 



Fig. 69. 






sin 65° 0,906 

Beides sind DruckkräAe, welche die Hölzer zu zerknicken streben. 

Die in Fig. 68 gezeichnete 
Zerlegung kann auch für das 
Sprengwerk, Fig. 69, dienen. 
Nimmt man pq (Fig. 68) senk- 
recht wirkend an und setzt in 
(1) Pg = Q , dann folgen die 
Druckkräfte der Streben für 
Fig. 69 aus 




(m) 



W = Q 



sin? . 2=0 ^^^^ 
sin (9 + 4>)' sin (9 -f- vp)' 
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Die Berechnung (Theorie) eines Hängewerkes ist ganz dieselbe, wie 
<Hp des eben betrachteten (einfachen) Sprengwerkes. Die Konstruktion 




1 



ist ans obigen Figuren ersiclitlich. Während beim Sprengwerk '^ " 
der horizontale mit der Kraft Q belastete Träger ab unter- 
alfltzt ist, damit er am Durchbiegen (Breclien) verhindert werde, 
legt er sich beim Hängewerk in eine eiserne Kappe, welche an 
der Hängesäule um befestigt ist, bewirkt dadm-ch eine Zugkraft 
in mn, die sich im Knotenpunkt n resp. n, durch eine Druck- 
kraft nuf die seitlichen schiefen Streben na, nb, n,ai äussert, 
Kelche sich endgültig als Horizontalschub X und Vertikaldruck Y in den 
Widerlagern darstellt 

Nach dem Cos-Satz folgt, Fig. 70, 

P*:^ Q*-[- f *^ 2 FQcos a und hieraus wieder 

p=— «- 

2 con OL 
Die Zerlegung bei a ergiebt, wie beim Sprengwerk 

X ^^ 1' sin et, Y ^= P cos a (o) 

Für den Knotenpunkt n,, Fig. 71, sind die Teilkräfte (s. Fig. 61, 62) 

'■■^^p °°'*'''='^'"«' <p> 

Während die Streben na, n,a, Druckstreben, also steif sein müssen, 
•** sie eventuell zerknickt werden durch die in ihnen wirkenden Kräfte, 
^ sind, wie schon angedeutet mn, m,ni Zugstangen, welche eventuell 
^Otvk Ketten ersetzt wei-den können, da sie nicht st^if zu sein brauchen. 

Das Hängewerk, Fig. 70, sei belastet mit Q = 3000 Klg., die Spann- 
*6ite ab sei 6", die Höhe mn =: 3,5"; dann ist zunächst 
3,6 



(d) 



= cotg a 



^1,1,67, somit a = 49"20'. 



76 Dio Zosammensetzang und Zerlegung von Kräften bez. Geschwindigkeiten. 



Femer sind die Kräfte 

Q 



P = 



3000 



= 2300 Klg., 




2 . cos 49° 20^ 2 • 0,652 
X = P sin a = 2300 • sin 49" 20' = 2300 • 0,759 = 1750 Klg., 
Y = P cos a = 2300 cos 49 ° 20' = 2300 • 0,652 = 1500 Klg. 

Anwendung der Zerlegung der Kräfte auf das Hebelgesetz. 

An den Endpunkten des beistehenden Hebels, welcher sich um o 

dreht und gewichtslos gedacht ist, wirken unter den Winkeln a und ß 

die Kräfte P und Q, Fig. 72. 

Verlängern wir die Bich- 

Flg. 73. IM 

tungen der Kraft« und fäl- 
len die Senkrechten a^ und 
b, von aus auf dieselben, 
dann erhalten wir die Mo- 
mente Pai und Qbj. Zer- 
legen wir P und Q in je 
eine horizontale und verti- 
.^ kale Seitenkraft^ dann müs- 
sen die Momente Py a und 
Q,b sich das Gleichgewicht 
halten. Beide Momentengleichungen Py a = Qyb und Qb^ = Paj sind 
aber identisch; denn es ist a^ = a cos a, b^ = b cos ß, femer Py = P cos a 
imd Qy = Q cos ß, somit in die Momentengleichungen eingesetzt, schreiben 
sich beide 

(42) Pacosa = Qbcosß. 

Die horizontalen Seitenknüte 
{43) . . . . P, = P sin a und Qi = Q sin ß 
ziehen in entgegengesetzen Richtungen am Drehpunkt^ o, die Differenz 

dieser beiden Kräfte, 
(43a) .... R = P. — Q, 
zieht den Hebel nach der einen oder anderen (über- 
wiegenden) Richtung, welche Zugkraft der Drehpunkt 
selbstredend aushalten muss. 

Hängt man einen solchen Hebel auf wie diee 
Fig. 73 andeuten soll, so dass er im Drehpunkt frei 
pendeln kann; wenn kein Gleichgewicht Torhanden, 
wird er sich schief hängen. Die Anziehungskraft 
der Erde, das Gewicht des Hebeb selbst in Gremein- 



Fig- 74. 
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Schaft mit den Widerständen der Aufhängung verhindern eine vollstän- 
dige Drehung. 

Beispiele. I. Es sei P = 12, Q=22Klg., a = 0,8, b = l,2^ 
a=15°30'; wie gross muss ß sein, damit Gleichgewicht stattfindet? 

Aus Gl. 42 folgt 

Pacosa 12. 0,8. cos 15° 30' 



cosß 



= 0,354, also 



Fig. 74. 



Qb 22.1,2 

ß = 40° 20'. 
Die Seitenkräfte sind nach Gl. (43) 

P, = 12 sin 15° 30' = P sin a = 12 • 0,267 = 3,204 Klg. 
Q, = Q sin ß = 22 . sin 40° 20' = 14,234 Klg. 
Mit der DifFerenzkraft 

R = 1 4,234 — 3,204 = 11,03 Klg. 
wird der Hebel nach rechts gezogen. 
II. Es soll eine Last Q, welche 
an einem einarmigen Hebel hängt, 
der sich um a drehen kann, in die 
Höhe gehoben werden, und zwar mit 
einer unter a = 32° wirkenden Kraft 
P am Ende des Hebels L = 0,8"; 
Fig. 74. 

Zerlegen wir die Kraft P in eine 
senkrechte Py und in eine horizon- 
tale Px, so bildet erstere mit Q, L und 1 die Momentengleichung 

Q1 = P,L; 
die letztere P» aber zieht am Drehpunkt nach rechts. 

Die Zerlegung hefert Py = Pcosa und Px = Psina, folglich wird 
Py eingesetzt. 

Ql = LPcosa, hieraus, wenn 1 = 0,15, Q=130, 
1 ^^^ 0,15 ,^. 0,15 




P = Q 



= 130 



= 130 



= 29 Klg. 



L cos a 0,8 . cos 32° 0,8 • 0,848 

Je senkrechter die Kraft P auf den Endpunkt des Hebels einwirkt, 

um so mehr nähert sich cos a = cos 90° = 1; für a = 90° wurde 

P = 00, weil cos 90° = 0, dann wäre es immögUch, die Last Q zu 

heben. 

Die Zugkraft P, = P sin a = 29 • 0,53 = 15 Klg. wirkt in Richtung 

des Hebels auf den Drehpunkt desselben. 

III. Denkt man an den Endpunkten eines sich um o drehenden Hebels 

unter den Winkeln a, ß zwei Gewichte wirken, die an den Stangen a^ 
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Plg. 75. 




und \ befestigt sind, wie Fig. 75 
zeigt, dann ist Gleichgewicht vor- 
handen, wenn 

P(a + m) = Q(b + n). 
Hier wirken P und Q als Ge- 
wichte senkrecht nach unten, so- 
mit an den oben bemerkten Hebel- 
armen a + m und b-|-n. 
Da nim m = aisina und n = bisinß, so ist die allgemeine Mo- 
mentengleichung 
<44) .... P(a + aisina) = Q(b + bisinß). 

Sind OL und ß sehr klein oder a=ß = 0, dann wird Pa = Qb; 
«ind beide Winkel 90°, so wird 

<44a) P(a + a,) = Q(b + bJ 

p. ,g Sind a = b = 0, wie Fig. 76 an- 

deutet, dann folgt zur Herstellung des 
Gleichgewichtes des um sich drehen- 
den Pendels 

Paj sin a = Qb sin ß oder 
(44b) Pai sin a — Qb sin ß = 0. 

Es sei z. B. P = 60, Q = 85 Klg., 
Äj = 65°, ß = 37°, ai = 3,5-, 
bj =5,1", dann sind die beiden Momente 

^ Pai sin a = 60 . 3,5 . sin 65° = 60 • 3,5 • 0,906 = 1 90 Klgmeter. 

Qbi sin ß = 85 . 5,1 . sin 37° = 85 • 5,1 • 0,602 = 261 Klgmeter. 

Das rechtsdrehende Moment ist also dem linksdrehenden über- 
wiegend, zur Herstellung des Gleichgewichtes muss ein linksdrehendes 
Moment 261 — 190=71 Klgmeter auf den DrehpunÜ einwirken, das 
wären beispielsweise p = 35 Klg. am Hebelarm a^, = 2,01". 

Um einen Punkt (Fig. 77) wirken an verschiedenen Hebelarmen 
und in verschiedenen Richtungen die Kräfte Pj Pj Pj . . . . Für Her- 
stellung des Gleichgewichtes müssen wir jede einzelne Kraft in zwei Kom- 
ponenten zerlegen, von denen die eine x in der Richtung des Hebel- 
armes liegt, die andere senla-echt auf diesen steht, wir haben die letzteren 
mit y bezeichnet. 

Sind die sämtlichen Kräfte x im Gleichgewicht, dann hat der Dreh- 
punkt keinen Druck auszuhalten, anderenfalls wirkt nach einer zu 
suchenden Richtung eine Resultante auf 0. Wir haben in Fig. 78 die 
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Resultante auf graphischem Wege, wie in Fig. 47, 48 bestimmt, statt 
das^^Rechnungsverfahren Beispiel 1, Seite 62 einzuschlagen. 

Flg. 77. 




Fig. 78. 



Bezeichnet man die Winkel der Reihe nach mit a^ oc, 03 u. s. w. 
den Kräften entsprechend, dann ist allgemein 

— = sin a imd -^- = cos a. 

Hat man sich die Kräfte imd Winkel, wie in Fig. 77 geschehen, ge- 
nau aufgetragen, dann kann man die Teilkräfte 

Xi = Pi cos ttj, Xg = P, cos Oj . . . . 
Ji = Pi sin tti, y2 = P, sin Oj .... 
Der Reihe nach aus den Parallelo- 
grammen abgreifen mit einem Zirkel. 
Hier ist l-" = 158Klg. 

Die Resultante der x Kräfte ist nach 
Fig. 78 Rx= 1750, ihre Richtung giebt 
die Figur. 

Die Kräfte y sind mit ihren zuge- 
hörigen Hebelarmen 

yi = 2200, y,= 1400, y,= 850, y4=2600, y5=3100Klg. 
r = 3,2", r, = 4,3, r3=l,9, r4=2,0, T,= l,b-. 
Bildet man sich jetzt die Momentensumme, dann ist das resultierende 
Moment, die Rechts- und Linksdrehung berücksichtigt, 

Ml = 3,2 . 2200 + 1400 • 4,3 — 850 • 1,9 + 2 • 2600 — 1,5 • 3100 
= + 12 000 Klgmeter. 




Ä^jt-rpif» 
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Der Schwerpunkt. 



Eine Kraft von 4800 Klg. an einem Hebelarm von 2,33"" wirkend 
und links drehend, stellt das Gleichgewicht her. 



Flg. 79. 




Trägt man endlich, wie in Fig. 79 geschehen, obige Resultante R 
und das letzte Moment r, = 2,33", y, = 4800 Klg. auf, dann findet man 
schliesshch P, = 5030 und o, = 17° 20'. 



Der Schwerpunkt. 

Denken wir uns eine gewichtslose Stange OB, Fig. 80, an welcher 
in gewissen Entfernungen s^ s^ S3 von einem beliebigen in Richtung 

Flg. 80. 



S 



'' /»i^P 



Sj 



0> 



j^t^ 



^S-v 



. ^>>j 






Af 



P'A^^*^ *A*^yir 






^ 



der Stange hegenden Drehpunkt die Kräfte oder Gewichte Pi Pf — P5 
wirken, so wollen wir uns die Aufgabe stellen, einen Pxmkt S ausfindig 



Der Schirarpiiiikt. 



81 



zo machen, in welchem wir entgegengesetzt, aber parallel zu den Kiilften 
Pi P, .... eine Kraft P anbringen müssen, welche der Grösse der Summe 
der sämthchen Kräfte 

P = P, + P, + P,+ =SP 

gleichkommeD soll, so dass die Stange im Gleichgewicht erhalten bleibt. 
Bezeichnen wir SO mit s, dami können wir Fs ab Moment be- 
trachten, welches den Momenten P, s, + P, s, + Pj Bj + .... das. Gleich- 
gewicht halten soll; die Schwerpunktsgleicbung lautet sonach 

sP = P,8. + P,B,H- P,8, + . +Pa8s= SPs, 

hieraus folgt die Schwerpunktsentfernung 

_ P,8. + P , 8,+ P,8,+ .... _ ^PS_ 

P. + P,+ Pj+.-.- ~ P • • • ^*°^ 

Man nennt S den Schwerpunkt oder den Angrifispunkt der Mittel- 
kraft paralleler Kräfte. 

S ist der Vereinigungspunktnler sämthchen Gewichte; die Wii^ung 
bleibt die gleiche, ob sich die yerteilten Gewichte (oder Massen), oder 
ob sich die in S konzentriert gedachten Gewichte bewegen. — 

Haben wir eine Fläche 
(Fig. 81) von beliebiger Ge- 
stalt Tor uns und fragen 
nach der Lage des Schwer- 
pnnktes, so zerlegen wir 
dieselbe zunächst in ihre 
Elemente f, ^ ^ . . . ., so 
dass die ganze Fläche der 
Summe derselben gleich ist 

F=f,+4+«.+fi+---- 
Hieraufnehmen wir zwei 
sich kreuzende Achsen an, 
XX, YY, auf welche wir 
die Schwerpunktsgleicbnn- 
gen beziehen. Sind Xi z, 
z, . . . . die Entfernungen 
(am einiacbsten die senk- 
rechten) der Elemente von 

der X-Achse; yiy,y, 

die Ton der Y-Achse, x 
und y die Schwerpunkts- 

H*«bl, ÜHliaDik, L 
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Der Schwerpnnkt. 



y= 



entfemungen, an deren Enden F wirkt, dann tritt Gleichgewicht ein, wenn 
für die beiden Achsen die Gleichungen erfüllt werden, 

Fx = fi Xi + 4 X2 + ^ X3 + . . . . = 2fx 

Fy = fiyi + 4y2 + f8y3 + — = 2fy 

Diese Gleichungen liefern die Entfemungen der sogenannten Schwer- 
linien von den angenommenen Drehungsachsen, deren Schnittpunkt der 
Schwerpunkt ist: 

fj OCi -j- fg Xg -j- fs X3 -}- .... ^ f^ 

Da die Flächenelemente sich auf der ganzen Fläche verteilen, so ist 
es naturgemäss, dass x und y keine Punktentfemungen, sondern Linien- 
entfemungen darstellen müssen, in beiden Linien x^x^, yoyo zugleich muss 
der Schwerpunkt hegen, folgUch im Schnittpunkt S. 

yj 32 ß®^ einem Körper (Fig. 82) 

kommt noch die dritte Ausdeh- 
nung hinzu, folglich noch eine 
dritte Schwerpunktsgleichung. 

Wie aus der Figur ersicht- 
lich, haben wir einen regelmässi- 
gen Körper zu Grunde gelegt 
Die Drehungsachsen liegen in 
den Kanten. 

Wir teilen den Körper ein 

in Körperelemente qiq,q, , 

welche bei gleichmässig verteilt 
gedachter Materie, Inhalte, aber 
besser Gewichte dorsteUen, so 
dass 

Q = qi + q2+q8 + ----=Sq. 

Sind nun xx, yy, zz die drei Achsen und x, y, z die drei zugehören- 
den Schwerpunktsentfemungen, so findet man zunächst durch den Schnitt m 
der beiden SchwerUnien X^X© und YqYq, oder besser durch den Schnitt 
mn zweier durch Xq Xo, YqYq gehenden senkrechten Ebenen die Schwer- 
linie mn. Letztere Linie wird durch die dritte Ebene, welche in der 
Entfernung z das Gleichgewicht um ZZ herstellt, horizontal durcfaschnitteii 
und findet sich in S der Schwerpunkt 




Der Bohwarpnnkt. Oft. 

Dk' diei Scbwerpunktegleicliungen sind sonach 

Qx = qiX, + q,x, + qsX3+ = Sqs 

Qy = qtyi + q«yi + q3y3+ ■ ■■ -^Sqy 

Qz = q, z, -hqiZ, + qsZ3-|- = 2qz. 

merauB die fraglichen Schweqiunktsentfemungen von den Drehungsachsen 



Sqi 



iqy 



Sqz 



{46 b) 



In Vorstehendem haben wir in den Uuehstabeu f und q jedes einzebie 
[fläcben- oder Körpei-elenient durch seine Grösse resp. sein Gewicht dar- 
gsstellt und denken uns die Eiiit^, wie wir sie urspiünghcb bei der 
Linie zu Grunde legten, im Schwerpunkt jedes einzelnen Elementes wir- 
ken, rechnen von diesen auch die Abstände der Elemente von der je- 
vdligen Drehungsachse, denn nach obiger Bemerkung wird jedes Element 
seine Mittelkraft in seinem Schwerpunkt angreifend, vertreten. 

Hierin Hegt allerdings für den ersten Moment ein scheinbarer Wider- 
Bpnicfa, denn jedes Flächen- odei' Körperelement stellt eine kleine Fläche 
oder einen kleinen KÖr[>er dar, deren Schwei-punktslage wir bereits voraus- 
setzen, um nachher erst, mit Hülfe dieser Voraussetzung, den Schwer- 
punkt der ganzen Fläche iider des ganzen Körpers kljir zu legen, Der 
Widerepruch wird aber dadureli hinßUlig, dass wir uns die Elemente so 
klein denken wollen, dass sie gleichsam als Punkte aufgetasst werden 
können. '} 

Die Schwerlinien kann man sich durch ein einfaches Verfahren 
praktisch bestimmen. Wir haben eine beliebig gestaltete Fläche (oder 
einen Köri>cr) vor uns (Fig. 83) und lassen diese an verschiedenen Punk- 



^kdnrch 



ng, (o. 



teu ft, b, c frei pendeln. Ein in diesen Punk- 
tai »Dgebrachtes Pendel wird jedesmal in sei- 
r senkrechten Lage die Richtung durch den 
^werpimkt S nehmen. — Die Fläche (der Kör- 
bt) strebt infolge seiner Schwere naeh dem Mit- 
ninkt der Erde, sein im Schwerpunkt kon- 
mtriert gedachtes Gewicht würde frei fallend 
1 der Verlängei-ungslinie vom Aufhängj)unkt 
, Schwerpunkt, nach dem Mittelpunkt der 
s gelangen. Der Schnittpunkt der sämtbcheu 
aideUinien ist somit der Schwerpunkt. — Oas- 

•) In der liöberen Hathenifitik und Mecbanik ist jeder Zweifel auegesrfiloBaen, 
BMI gl«)eb von vorbineia von unendlich kleinen, soimagen nnmeiabareii 
Oritaeu Riiegebt. 
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Der Schwerpunkt. 



selbe Resultat erreicht man, wie leicht zu übersehen, wenn man den Gegen- 
stand, Fläche oder Körper, nach zwei resp. drei sich schneidenden Rich- 
tungen auf horizontalen Unterlagen (Schneiden, wie bei Wagen) balan- 
cieren lässt; der Schnittpunkt der betreflfenden Ebenen (SchwerUnien), 
welche senkrecht durch die Unterlagen gehen, treflfen sich am Schwerpunkt. 

Bei symmetrischen Flächen imd Körpern und bei symmetrisch belasteten 
Linien hegt die Schwerlinie stets in der SymmetrieUnie. Sind mehrere 
solcher Symmetrielinien vorhanden, dann ist der Schwerpunkt zugleich 
Mittelpunkt, Schnittpunkt der Symmetrieünien. 

Eine genaue Bestimmung des Schwerpunktes eines aus vielen ver- 
schiedenen Elementen (Körpern) oder Teilen bestehenden Körpers, z. B. 
einer Maschine, ist durch Rechnung oft unmögUch, wenigstens langwierig 
oder ungenau zu bestimmen ; man ist dann genötigt, zu einem der obigen 

praktischen Verfehren zu greifen.*) 

Beispiele und Anwen- 

^ düngen. L Es sei eine 
Stange ab mit drei Ge- 
wichten in bestimmten Ent- 
fernungen belastet, wo hegt 
der Schwerpunkt, der An- 
griffspunkt, der den drei 
Gewichten 2000 + 3000 
+ 4000 = 9000 Klg. ent- 
gegenwirkenden Kraft? 

Nimmt man in irgend 
einer Entfernung hier 1,2" 
einen Drehpunkt in der 
Verlängerung von ab an^ 
dann ist das Moment Qs = 9000s mit den drei Gewichten im Gleich- 
gewicht, wenn 9000 s = 2000 • 1,2 + 3000 • 3,7 -f 4000 .6,5; 
hieraus findet man s = 3,95°, in dieser Entfernung von c, in S greift 
entgegengesetzt der Gewichte, das Gewicht 9000, zur Herstellimg des 
Gleichgewichtes an. Legt man die (gewichtslos gedachte) Stange in S auf 
einen Messerrücken, dann tritt Gleichgewicht ein, denn es ist 
2000 (3,95 — 1,20) + 3000 (3,95 — [1,2 -j- 2,5]) 
= 4000 (1,2 + 2,5 + 1,8 — 3,95) oder 
5500 +|750 = 6250 Klgmeter. 

*) Redtenbaoher bestimmte den Schwerpunkt einer Lokomotive nach einer 
voraoBgegangenen Näherungsrecbnung praktisch durch Aufhängen. 
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IL Ein auch gewichtslos gedachter Stab ab (Fig. 85) sei senkrecht 
nach entgegengesetzten Eichtungen durch Kräfte in den eingezeichneten 
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Entfernungen beansprucht, wo hegt der Angriffepunkt der Mittelkraft dieser 
parallelen Kräfte? 

Nehmen wir in der Entfernung 1° von a den Drehpunkt c an, dann 
hegt der Schwerpunkt in der Entfernung s, an deren Endpunkt die Kraft 

+ p = 60 + 30 + 40 + 20 + 80 — (20 + 70) = + 140 Klg. 
das Gleichgewicht herstellen soll. Die Kraft P ergiebt sich aus der alge- 
braischen Summe der nach unten (positiven) imd nach oben (negativen) 
wirkenden Kräfte, hier sind die oberen überwiegend. 

Bei Aufetellung der Schwerpunktsmomentengleichung, die rechts- und 
linksdrehenden Momente genau beachtend, ergiebt sich 
s . 140 + 20 . 3 + 70 . 9 = 60 . 1 + 30 . 6 + 40 . 7 + 20 . 12 + 80 . 14, 
oder 140 . s = 1880 — 690 und s = 8,5"". 

IIL Die beistehende Stange ^*« ^^ 

ab sei entgegengesetzt be- 
lastet, wie Fig. 85, am End- 
punkt der zu berechnenden 

Schwerpunktsentfemung s, 
wirkt somit die Kraft 

P = 20 -f 70 — (60 -f 30 + 40 + 20 + 80) = — 140 

nach oben; den Drehpunkt c haben wir in die Stange 1° von der Kraft 
20 Klg. verlegt, die Schwerpimktsgleichung ist dann 

140 . 8 + 60 . 3 + 5 . 70 = 20 . l + 30 . 2 + 40 . 3 -f 20 . 8 + 80 . 10 
hieraus ist s = 4,5". 

Man übersieht leicht, dass diese Lage des Schwerpunkt mit der in 
Fig. 85 gefundenen identisch ist 




Der SchwerpunkL 

IT. Den Schwerpunkt eines Kreuzes zu finden (Fig. 87). Da wir 
Flg. 87. hier eine symmetrisch gebaute Figur vor 

uns haben, 'so liegt eine Schwerlinie in 
der Mittellinie mii. Teilen mr das Kreuz 
in sieben quadratische Elemente von der 
Seite a", dann ist 

f, = fj=f3 f, = a». 

Jedes Element können wir als Gewicht 
oder Kraft ersetzen durch eine in der 
Mitte eines jeden Quadrates (Schwer- 
punkt) angreifende Kraft von der jedes- 
maligen Stärke a'. 

Die zweite Schwerlinie finden wir, 
wenn wir von der Drehungsachse xx in 
der Entleniung s das ganze Gewicht (In- 
halt der Fläche) F ^ 7 a' im Gleichge- 
wicht mit den Momenten der einzehien 
Die Hebelarme der Momente sind 
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Flächenelemente wirken lassen. 



X, =-s-) Xj= 1,5a, Xj = 2,5a, x^ ^ Xj ^Xg ^ 3,5a, 
x^ = 4,5a; die Schwerpunktegleichung; 
s . 7a» = -|- a» + 1,5a • a» + 2,5a ■ a» + 3 ■ (3,6aa*) + 4,5a ■ a»; 
diese Gleichung hefert 

.=J|^ = 2,77.. 

Schneidet man sich aus Papier 
ein solches Kreuz aus und balanciert 
es in der Entfernung s auf einer Mes- 
serschneide, so muss es im Gleichge- 
wicht bleiben. 

T. Den Schwerpunkt des bei- 
stehenden unsymmetrischen Quer- 
schnitts zu ermitteln. Hier sind wir 
genötigt zwei Drehungsachsen anzu- 
nehmen, XX und YY. Die drei Flä- 
chenelemente sind hier 
f, = 10 • 40 = 400, f, = 300, fj = 250. 
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Die Entfernungen der Schwerpunkte (Mittelpunkte) von der X-Achse sind 

25 10 _ 40 

2 ' 



2 » ^2 — 



2 



Xi = 



die Schwerpunktsgleichung lautet 

o»s 10 40 

x(f, + 4+f3) = x-950 = -2-250 + -^300 + ^-400, 

hieraus zunächst x = 13,3. 

In Bezug auf die Abstände von der Y-Achse sind die Hebelarme 
der Flächeneleraente 

yi=-2"^ 72 = 10 + "2-' 78=30 + 10 + -y-, 

die zugehörige Momentengleichung ist 

y . 950 = 400 • 5 + 300 • 25 + 250 • 45, alsdann hieraus 

1000 + 7500 + 1,250 



950 



21,9. 



Würde man in S ein feines gewichtsloses Fadenkreuz einspannen, 
die vorhegende Fläche in S aufhängen, dann müsste sie in allen Lagen 
horizontal hängen bleiben. 

VI. Den Schwerpunkt des in Fig. 89 ver- 
zeichneten T förmigen Querschnitts zu er- 
mitteln. 

Die drei Flächen sind hier f^ = 400, f^ = 300, 
f^ = 480 , die Entfernungen der Mitten dersel- 
ben von der horizontalen in XX angenom- 
menen Drehimgsachse sind 

20 ^0 

X, = y = 10, X, = 10 + y=25, x, = 58. 

Die Schwerpunktsgleichung ist, weil 

F = fi+4+f3 = 1180, 
8. 1180 = 400. 10 + 25-300 + 58.480, 
hieraus folgt s = 33,3 als Schwerpunktsentfer- 
nung von XX. 

Der Schwerpunkt S hegt somit in der Kreuzung der um s von XX 
entfernten Schwerhnie und der Symmetriehnie YY, zugleich vertikale 
SchwerUnie. 

VIL Auf den beistehenden Balken, Fig. 90, wirken in derselben 
Ebene, aber unter verschiedenen Winkeln drei Kräfte; zur Herstellung 
des Gleichgewichtes kommt es darauf an, die Lage der Mittelkraft zu 
bestimmen. 
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Der Schwerpunkt. 



Zerlegen wir die Kräfte Pj und P3 in ihre Komponenten, von denen 
Px und q, horizontal, py, qy vertikal wirken, dann folgt aus den einge- 
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zeichneten Parallelogrammen 

p, = 60 cos 40 = 60 . 0,766 = 46 Klg. 
Py = 60 . sin 40 = 60 . 0,643 = 39 Klg. 
q, = 100 sin 26° 30 = 43 Klg. 
q, = 100 cos 25° 30 = 90 Klg. 
Die senkrecht am Schwerpunktsabstand wirkende, das Gleichgewicht 
herstellende Kraft ist 

P = Py + Pg — qy = 39 + 80 — 90 = 29. 
Verlegt man den Drehpunkt in 2" Entfernung vom Angri£&punkt 
der ersten Kraft, dann folgt aus 

Ps = py2 + 80 . 7 — qy . 10 = 39 . 2 + 80 . 7 — 90 . 10 

_ _262^_ 
^- 29 -"^ • 
Die Mittelkraft P wirkt demnach in 9" Entfernung links vom Dreh- 
punkt und zwar nach oben. 

Im horizontalen Sinne aber wirken noch die beiden Kräfte p, und q., 
deren Gleichgewicht durch die Differenz p = Px — qx = 46 — 43 = 3 Klg. 
Druck hergestellt wird. In Fig. 90 a haben wir das ganze Kräftesystem 
seiner Grösse und Richtung nach eingetragen. 



TUL In Fig. 91 haben wir eine Ebene, Scheibe vor uns, auf 
"welche nadi gleicher Richtung behebig verteilt Kräfte wirken oder wenn 
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die Scheibe horizontal liegt oder hängt, Gewichte hängen. 

Bemerkung. Die Wirkung bleibt offenbar dieselbe, wenn man sich 
statt der Ebene einen Körper vorstellt, dessen Eigengewicht unbeachtet 
läset, und die beliebig nach gleicher Richtung wirkenden Kräfte auf eine 
ebene Fläche redn2dert, welche senkrecht auf der Kräfterichtung stehen 
mag. Ist die Kräfterichtung geneigt unter einem Winkel a, Fig. 92, 
dann kommt die senkrechte Kompo- 
nente p ^= Q cos a. in Betracht, während 
eine entgegengesetzt gerichtete Kraft zur 
Komponente q = Q sin a noch besonders 
aof die Ebene einwirken muss. Die Sei- 
tenkraft q kann hierbei senkrecht oder 
anter irgend anem Winkel zur Senk- 
rechten liegen. — 

Projiziert man die sämtlichen in 
Fig. 9 1 angezeichneten Kräfte Q auf die 
beiden Achsen XX, YY, wie dies die Figuren 91a und h andeuten 
sollen, dann erhält man unter Annahme der behebigen Drehachsen 
•die Schwerpunktsglächungen 
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Der Schwerpunkt. 



2Q8, = 30. 1 + 70,6 + 40. 8 + 20. 9 + 60. 12 + 50. 16 +10. 18 und 
2Q8, = 70. 1 + 60. 3 + 40. 7 +50. 8 + 30. 13 + 10. 15 +12. 18. 
2 Q = 10 + 20 + 30 + 40 + 50 + 60 + 70 = 280 eingesetzt, 
findet man 

Sx = 9,47 und Sy = 6,54. 

In Fig. 91 haben wir die beiden Schwerlinien eingezeichnet, der 
Schnitt derselben ist der Angriflfspunkt der Mittelkraft S. 

IX. Der Schwerpunkt eines Dreiecks, Fig. 93, hegt im Schnitt- 
punkt der drei Transversalen, welche zugleich die SchwerUnien vertreten, 

also im Schnittpimkt der Linien von den 
Spitzen zu den Seitenmitten aA, bB, cC. Der 
Schnittpunkt S, der Schwerpunkt, teilt diese 
Linien im Verhältnis 1 : 2, woraus folgt, dass 
cS = ^liCCj also auch ds= Vs^ sein muss. 
S fällt demnach auch in Va der Dreieckshöhe. 
Teilt man das Dreieck in lauter unendlich 
^ schmale, den Seiten parallel laufenden Streifen, 
dann fallen die sämthchen Mitten (Schwerpunkte) derselben in die ge- 
nannten Schwerhnien*). 




*) Behufs Aufstellung einer Momentenscbwerpunktegleicbung wollen wir die 
Anzahl der gleich hohen Teilungsflächen , Fig. 94, parallel zur Basis geteilt n 

nennen, dann ist die Höhe einer solchen ; 

n 

sind bi (Basis) bs, bs . . . . die Breiten, so sind die 

einzelnen Flächen 

bi + b, h _ b, + bs h 
o ZT » *a ~" ö Z~ > 
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bj + b4 b b4 4" bg h 

2 ^' ^*— 2 "•••' 



h h , 



n ■ 55 n 

Die Entfernungen dieser von der Bana als 
Drehachse sind bis zu den Mittelpunkten der 
Flächenstreifen gerechnet: 

h 3 h 



2n 



2 n 



p,= 2A + ^=*^ 



n 



2n 



2 n ' 



n ^n n 

Die Schwerpunktsgleichung ist jetzt 

bjh ^h,8h,-5h, , ^ ^ 

B-y- = fi^+f.y-+f3y- + ...., oderf.f,. 



b,h 



S— r— = 



=i( 



bi + b,_ _h^ b, + bs A A 4. 
2 2n "^ 2 2 n "^ 



. eingefahri, 
bg + b* 5 h 



2 n ^ • • 7 



Der Schwerpunkt. 
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Sind b und a die Mitten der Seiten AC und CB, dann ist ab || AB 
und /\ abS ~ ASB, überträgt man das /\, ^^S nach a^ b^ S; 

oder hieraus, zunächst 

8 = -2^ [Cbi + W + (b, + ba) 3 4- 5(bs + bj + 7 (b4 + bs) + . . .] 

Bedenkt man, dass infolge der durch die Teilung entstandenen ähnlichen 
Dreiecke die Proportionen gelten müssen: 

Vi Vi Vi 

bi:h = ba:h , bi:b3:=h:h — 2 — , bi:b4 = h:h — 3 — , 

n n n 

woraus die Ausdrücke für die Breiten folgen 

bi = bi, b, = biA-^\ b» = bYl-^\ b4 = bYl-^V.., 

dann wird die Schwerpunktsentfernung 



8 



2b,n«|_ »^* n V " °/ 



+ 5(b.i^ + b.^) + ...]. 



Löst man die Klammern auf und reduziert, dann ergiebt sich 

8 = -^[2n (1 + 3 + 5+ 7 + ...)-(! +3« + 5«+ 7' + ...)]. 

Je mehr Glieder oder Streifen man wählt, je grösser n, um so mehr nähert 
man sich 

s = |;fürn=10wird8 = ^^^672. 

Nach den Gesetzen der arithm. Reihen ist die Summe der n ersten ungeraden 

Zahlen 

l + 3 + 5 + 7 + 9 + ... = n«; 

die Summe der ersten n ungeraden Quadrate 

l + 3» + 5* + 7« + . . . = -5- (4n* — 1). 

Führt man diese Summen in die Gleichung für s ein, dann folgt auch, reduziert 

8 = V« — r- (2n' — 1) oder mit n' dividiert 
n* 



B = V.h(2-^); 



1 



nimmt man nun unendlich viel Teile an , so wird für n ^ 00 , — ^ = 0, somit 

8 = V«h = Vsh. 
In ähnlicher Weise lässt sich auch der Schwerpunkt 
einer Pyramide bestimmen. Wir haben Fig. 95 die Vor- 
deransicht einer vierseitigen angenommen; teilen wir die 



Hohe h wieder in n Teile von der Höhe — und stellen 

n 

die Momentengleichung der einzelnen Volumina der ab- 
gekürzten Pyramiden qi q« qs • • • <^uf in Bezug auf die 
Achte XX und dem Gesamt-Moment s V8fb=sV8a'i'h=sQ, 





Fig. 95. 
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92 Der Schwerpunkt. 

a^b II abj || cC, dann sind a^ und b^ die Hälften von AS und BS, so- 
mit aS = Vs Aa und bS = Vs bB. 



worin Q der Inhalt der Pyramide, dann erhalten wir die Gleichung 



oder 



8,, h, h3, hö, h,, , 



• • • • 



Die einzelnen Inhalte qiQsqs • • • • sind aber* 

eingeführt, erhält man, zugleich etwas reduziert 

o n a^ 
Nun verhalten sich 

af:aj = h:h , ai:a8 = h:h — 2 — ...., woraus 

n n 

a, = aiM— — j; a8 = axM — — j; ** = *i (^ """j;;") 

Man erhält durch Substitution schliesslich 

8 =V8 -V [(2n - !)• + 8 (2n - 8)« + 5 (2n - 5)» + . . . .] 
n* 

n := 10 Schichten liefern das Resultat 
«-8/ 6574 19 722 

'^MOOOO 80 000 • 

Die vorletzte Gleichung für s lässt sich auch schreiben, wenn man die 
Klammem löst und nach Potenzen ordnet: 

8=V8^4nMl + 8 + 5 + 7 + ..0-4n(l + 8« + 5»+7« + ...) 

H-l+8»+5«+7»+...]. 
Führt man für die ungeraden Zahlenreihen ihre Summenwerte 

1 + 8 + 5 + 7 + . . . = n«; 1 » + 8« -f 5« + . . . = -^ (4 n» — 1) 

o 

1» + 8» H- 5» + . . . = n> (2n« — 1) 

ein, dann folgt für s 



s 



= V8^(4n*-yn«(4n»-.l) + n«(2n*-l)^ = ^(2n«+l), oder 



lässt man n = 00 werden, dann wird endlich die Schwerpnnktshöhe von der Bans 
zugleich für alle pyramidalen Körper (auch Kegel) s = — - . 



Der Schwerpunkt. 
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Plg. 96. 



Zieht man endlich Ss || AB, so ist wegen der ÄhnUchkeit der 
Dreiecke, ACsS ~ dcC, weil cS = Va Cc auch ds = Vs dC = Va h* der 
HShe des Breiecks. 

X. Der Schwerpunkt einer Pyramide hegt in der Verbindungs- 
linie von der Spitze D nach dem Schwerpunkt der Basisfläche G. Legt 
man die in Fig. 96 angenommene dreisei- 
tige Pyramide auf die Fläche BCD, deren 
Schwerpunkt E ist, dann ist S, der Kreu- 
zungspimkt der beiden SchwerUnien, der 
Schwerpunkt. 

Verbindet man die beiden Schwerpunkte 
G und E, so entstellen ähnhche Dreiecke 
SGE~SAD; da nun EF=V8DF, FG 
= Va ^^j so ist auch EG = Va AD, somit 
GS= VsSD=V4l>G. 

Der Schwerpunkt liegt also im Tier- 
ten Teil der H6he. 

XL Der Schwerpunkt S einer 
Kugelzone MNPQ hegt in der 

h 
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halben Höhe (Fig. 97), 8 = 



2* 




Denn denkt man sich die Ku- 
gelzone durch ihren halben Cy- 
linder ersetzt M^N^, so hegt der 
Schwerpunkt desselben in der hal- 
ben Höhe, da beide Oberflächen gleich sind.*) 

Der Schwerpunkt der halbkugelförmigen Zone hegt in der Höhe 



s = 



2 • 



XIL Man kann sich bekanntUch einen Kugelausschnitt (Kugel- 
sektor), Fig. 98, aus lauter (unendhch vielen) Pyramiden zusammenge- 
setzt denken, deren sämtüche Schwerpunkte in */4 r, d. h. V4 Höhe oder 



^ Bei der Halbkugel ist die Oberfläche 



4r'ic 



, die des einschliessenden Cy- 



linders 2ric.r = 2r'ic, also dieselbe; die Schwerponktshöhe ist ~, weil die des- 
Cylinders in der halben Höhe (Radius) liegt. 




Eugelab3clmittes ans 



'/« r von AB aus gerechnet, liegen, 
demnach in der Kugelzone ab zn- 
sammenkommen, der Schwerpunkt 
der letzteren hegt von ab ab Sehne 
in der Höhe '/i ^- D» s^*^^ ^^"^ 
h : H =: 3 : 4 verhalten mues, so 
folgt 3 = % r — % H die Schwer- 
punktsentfemung von 0. Setzt man 
H ^ r — r cos a. ein, dann wird auch 
B = % (r — H/,) = »/g r (1 +cosa). 
Die Schwerpunktshöhe eines 
halbkugeUörmigen Körpers 
folgt aus letzter Formel, für H ^ r 
gesetzt, 8 = '/g r. 

XIII. Ein EugelauBschnitt ist 
aus einem KugeUegment und aus 
einem Kegel zusanunengesetzt ; sind 
die Inhalte derselben V, und V, , ihre 
Schwerpunktsabstände vom Kogel- 
mittel 0, 8 und s,, s, imd V, die 
entBprechenden Werte fiir den Ku- 
gelauB5chnitt,dann läset sich die Mo- 
menten-Gleichung au&tellen 
V,8. = V,s, + V.s. 
Setzt man die Volumina, und 
die oben gefundenen Ausdrücke tOr 
8. und 8, ein, dann erhält man 
schliesslich den Schwerpunkt des 



-'U- 



3r — h 



'Ur 



(l + cosa)* 
2 + coBa * 



Wenn «^90", oder h^r, so findet man aus beiden Formehi für 
die Halbkugel wieder b = \ i. 

Bemerkung. Die Inhalte und Abstände der Schwerpunkte smd 

Sektor: V„ = % icr*h, 8„= '/4 r — % h, 
= 7:h*(r— */st). 



Der Scbverpunkt. 
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1 TCd» 



^-(r — h), 8. =%Cr — h); 
femer (d/,)*^ 2 rh — h* und h^ r(l — cos a). 

•■' Für eine •/* Kugel findet sich, da a ^ 46", V ^ Jr*ic und 
B = 0,808 r. 

XIV. Den Schwerpunkt 'des beistehenden Linienzuges (Profiles) zu 
bestimmen, welchen man sich aus Draht gebogen hergestellt denken kann. 

PI«. 100. 
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Der Schwerpunkt Eegt in der Sjmmetrielinie , die Entfernung s von der 
xx-Acbse finden wir aus der Gleichung 



sL = s-2-8,6a=^aY + a-a + 2a-5-a + aY 
+ a ■ 4,3 a + a - 4,8 a) 2, 
8 = — g- ß- a = 2,504 a. 

XV. Um den Schwerpunkt "«■ >" 

eines Ereishogens, eines 
kreisförmig gebogenen Drahtes, 
zu finden, seien Figur 101 
b| b, bg .... die Elemente des 
Bogens; ihre Entfernungen von 
der durch deuKreismittelpunkt 
gehenden Achse xx seien 

S,8,S, 

Verbinden wir die Schwer- 
punkte dieser Elemente, ihre 
Hittelpunkte, mit und pro- 
jicieren sie auf die Sehne qm, 



a+ 1,6a- 3,4 a 



j. 
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^ 
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j: ^^^ 










» 

r 


*SMj> 



96 



Der Schwerpunkt. 



dann entstehen die rechtwinkeligen ähnlichen Dreiecke qpo und QPO; 
es genügt das erste ins Auge zu fassen. 

Die jedesmahge Entfernung b Endet sich aus der für jedes Element 
analogen Proportion 

bj ; qp ^ QO ; s, ^ r : Si , woraus 

*^~ b, ■ 

Das zweite Bogenelement, wegen der geringen Grösse der Elemente 
wieder Sehnenelement, liegt in der Enttemuug 
rpt 

^=K "•»■"• 

Die Schwerpunktsgleichung lautet jetzt 

(b, + b, + bj + . . .) 3 = b. S, + b, B. + . 



b • 8 = b, 
hieraus folgt 



-+ii, 



+ .. 



= f(pq + p' + 

Sehne 



oder 
..) = r-a, 



na, b = 



. folgt 



sin 



Für den halbkreisförmigen Bogen ist 

a ^ 2r, b ^-^2t%^ttz, somit 8 = 

Fig. 102. 




XTL Einen Kreisausschnitt 
kann man sich aus unendlich vielen 
Dreiecken zusammengesetzt denken^ 
ihre sämtlichen Schwerpunkte, wdche 
in den Bogen mn &llen, S,, ersetzen 
den Sektor MNO, Figur 102. Der 
Schwerpunkt des letzteren ist somit 
Schwerpunkt des Bogens mn, seine 
Entfernung von also auf a, h, r be- 
zogen, 



Der SchwttpunktL 
Der Schwerpunkt des Halbkreises (Halbkreisfläche) ist, weil 



iia = 8in90'': 



= 1. 



" 2 

XTIL Den Schwerpunkt eines 
Ereisabscbnittes MPN (Seg- 
ment) finden wir nach einer ähn- 
lichen Momentengleicbuug wie im 
Beispiel 12. 

Es sind die Flächen und Schwer- 
ponktsabstäude Ton der durch das 
Kreiscentnun gehenden Achse XX 
des Abschnittes MNP, F und b 
„ AusBchnittesOMPN, F. und a. 
„ Dreiecks MNO F, unds,, 

Deomach muss F und F, an 
8 und Sj mit F. an s. im Gleich- 
gewicht sein, 

F.8, = F8 + F,8i hieraus wird 

F.S.- 



V,2ni:, a=2r 




rcosa ^ 
~2~ 



, = r2 a-^^r'a; F, = — ^ — (rsina + rsuia)^r*smacosa; 
sina 



F = r' a — r' ein a cos a; femer s, ^ '/g r - 



-" r'a — r 



-r'sinacoe« 
di« Sehne eingeführt wird, s = 



•I''-, 



- ^ sin 2 a 



8, ^ '/a r cos a 

oder wenn a = 2 r sin a, 



12 F ■ 

XyilL. Im Folgenden sind noch einige in der Praxis mehrfach vor- 
konunende Schweipunktsentfemungen resultatweise angegeben: 

ng IM. 
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Der Schwerpunkt. 



Fig. 105. 




8=»/3 



b) Kreisring: 
sina R* — r^ 



OL R« — r«' 



Fig. 106. 




c) Abgestumpfte Pyramide: 

h F+3f+2yFr 



8 = 



4 F + f + VFf 



s 



d) Abgestumpfter Kegel: F = R^7c, f=r*7c 
_ h R»4-3r' + 2R r 

4 R« + r«-i-Rr ' 

Flg. 107. 

e) Hohle Halbkugel: 

-3/ R'-r' 

f) Halbe Parabelfläche, Fig. 108: 




yo = '/s y- 



Fig. 108. 



Fig. 109. 



Fig 110 





g) Viertelellipse, Fig. 109: Xo=*/j 

yo = Vj 



7C 

a 

7C 



h) Viertelkreis, Fig. 110: Sj = ^/j — , s 



7C 



Der Schwerpunkt. 
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i) Unregelmässiges Viereck, Fig. 111: 

Man teilt dasselbe abcd in die zwei Dreiecke ade, acb, deren 
Schwerpunkte S, und S, , durch die andere Diagonale in die Dreiecke 
dcb, dba, sucht auch dei-en wg iii. 

Schwerpunkte Sg , S^ , der 
Schnittpunkt S der Schwer- 
linien S^S,, SgS« ist Schwer- 
punkt des Vierecks. 

k) Um den Schwerpunkt 
eines unregelmassigen*) 
Sechseckes zu finden, teilt 
man dasselbe von zwei Eck- 
punkten aus durch Diagonalen 
in Dreiecke resp. in zwei un- 
regelmässige Vierecke, deren 
Schwerpunkte gesucht werden ; die Verbindimgshnie beider ist eine Schwer- 
linie. Kreuzt man diese mit einer Schwerlinie, welche von einem andern 
Eckpunkt aus in derselben Weise gefunden wird, dann liefert der Kreu- 
zungspunkt den Schwerpunkt. 

Ein unregelmässiges Fünfeck teilt man durch eine Diagonale 
in ein Viereck und Dreieck, sucht deren Schwerpunkte, die Verbindungs- 
linie ist Schwerhnie; durch Fig. na. 
eine andere Diagonale in 
analoger Weise zerlegt, er- 
hült man eine andere 
Schverlinie, die Kreuzung 
Wder ist der Schwerpunkt. 
1) Ein unregelmässi- 
ge» Vieleck (Fig. 112) 
teilt man von einem Eck- 
punkt aus in Dreiecke, 
deren Flächen f, {,% f« ; die 
Mtfemungen der Schwer- 
punkte dieser von zwei be- 
liebigen Afihsen XX, YY 
"Mrfx,x,XsX4,re8p.y,— y^; 

*] um ednen Raum, deBMn Ornndrin ein anregelmataige» Vieleck einiuwOl- 
Wi, geht nun bekanntlich vom Schwerpunkt ans. 




-^ -^MiSsl 



2C0897 



1,00 



De^ ^chv^pvn^t 



Flg. 113. 



dann sind die Schwerpunld^abs^nide 

""- M ~ F 

XIX. Legt man einen beliebig langen prisi^atiöchen Ba^kep (^ig. 1X3) 
so auf eine Unterlage A^ dass das eine Ende, d^S(3ep Gewicht q^ sein mag, 

mit dem anderen TeiJ p UAd einem 
^ am EmjLe ^ijfeßlegten Gewichte 
Q im Gloicbg^wicht ist, so lässt 
sich ^ BajJ^jßugewicbt G =p-f-q 
folg^i^ermßsseif. berechixen, Be- 
zeiclmet m^ djiie bi^idi^n. B^Jkei^- 
endeii voiji Auflager A a^ mit 
1 und, X, so veJcl^altePk ^1^. zu- 
nächst die Ge^chjl)^ (j i^ p^ (^ in dejf, Schwerpunkte» aug^ieifen 

q:p = l:Ä, woraus q = p 




Die Momentengleichung um A ist 

Q^ + p-2- = q-2- 



X' 



2QX» 



1 



2 



8 » 



q eingesetzt, folgt 

P = 
das Balkengewicht ist demnach 

G = q + p = p-l + p = p(l+±) = ^|^(l + ±) 

2QX 



oder 



G = 



1 — X" 

Legen wir uns einen Holzbalken von 2'/}'" Länge auf eine scharf 
Unterlage, und stellt sich ein Mann, dessen Gewicht Q = 72Klg> sein 
möge, au£ das eine Balkenende, so wollen wir annehmen, dass d^r Balkeu 
auf eine freie Länge von 2" mit dem Gewicht des Mannes dfis Gleicb.- 
gewicht herstellt, dana ist das Balkengewicht seihet 



G = 



2 -72 0,5 



= 48 Klg. 



2 — 0,5 

Denn es sind die beiden Gewichte q und p 

4 48 

q = y • 48 = 38,4, p = — - = 9,6 Klg., somit 

38,4 . 1,0 = 72 . 0,5,+ 9,Q • 0,25 = 38,4., Klgmeter. 



Det ScliWerpun'kt. 
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I 

Ist das spezifische Ge\vicht des Holzes 0,7, wiegt der Kubikmeter 
al6ö TtJOKJg., danti findet äch der Querschnitt des verwendeten Bal- 
kens äüs 

2,5 . 700 . f = 48, f = 2-5^ = 0,0264 D"; 

entsprechend einer Bohle von 10"*" Dicke und 26 V« **" Breite. 

Setzt man in obige Formel G = Q, dann erhält man 1 = 3 X. 

Eine Eisenstange von 1 -f- X = 4" Länge, auf 1° = X Entfernung 
unterstützt, hat dasselbe Gewicht wie Q. Legt man Q = 100 Klg. auf, 
dann folgt G = 100 Klg., und aus 



100 = f750Ö.4, f= 



1 



300 



□». 



entspricht einem quadratischen Querschnitt von 58°"° Seite, wobei 7,5 als 
spez. Gewicht angenommen wurde. 

XX. Es soll ein Stein, dessen Gewicht G von einer Seite unter 
einem Winkel a unterstützt werden (Fig. 114). 





^ 7 


Fig. 114. 

• 










^ t 




> 




-^ > 








^<^ 5 




/ 






% ^ 


< -^ 




1 ■ 


1 


' 


t 
< 


X 






\ 

f 


^ 



G 

Die unterstützende Kraft P zerlegt man in die Seitenkräfte Y und 
X.. Das Gewicht G des Steines greift im Schwerpunkt am Hebelarm -^ 

1 

an, und wirkt das Moment G-x- um A gedreht gedacht, dem Momente 

Yl entgegen, somit gilt die Gleichung 

Yl = Gl/„ oder weü Y = Psina 
P sin al = GI/2, woraus 

2 sin a 

Die Kraft X = P cos a muss bei A entgegen wirken, damit der Stein 
nicht nach A zu verschoben wird. 



J 
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Der Schwerpunkt. 



Flg. 115. 





a 

zuziehen strebt. 



XXI. Soll derselbe Stein von 
einer Kraft P unter a° in horizontaler 
Lage erhalten werden, dann folgt aus 
Gl/, =Y1, Y = P8ina 
^•V' eingesetzt, dieselbe Bedingung 

2 sin a ' 
während die Kraft X = P cos a den 
Stein von seiner Unterlage hinweg- 



G 



Für a = 90° folgt in beiden Fällen P = Y = -^; für a = 0° wird 

P = 00, d. h. eine Kraft in der Richtung X kann den Stein nicht heben 
(halten). 

Um einen Stein von 1,2" Länge, 0,2°* Dicke und 0,8" Breite hori- 
zontal zu erhalten, dessen spez. Gewicht 2,35 und dessen absolutes Ge- 
wicht also 

G = 2350 . 1,2 . 0,2 . 0.8 = 451 Klg., 

ist unter 45° wirkend, eine Kraft erforderUch von 

451 



2 . 0,707 



= 319 Klg., fast \ des Gewichts. 
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XXII. Ein Körper, dessen 
Gewicht G, steht unter einem 
Winkel 9 und soll durch eine 
Kraft P unter einem Winkel 
zur Senkrechten 9 + a wir- 
kend , unterstützt werden • 
welche Gleichgewichtsbedin- 
gimgen ergeben sich aus der 
Momentengleichung um A als 
Drehungskante ? 

Zerlegt man P in P^ = 
P cos a und P sin a, G in G^ 
= G cos 9 und G sin 9, dann 
wirken die resp. ersteren senk- 
recht auf die Drehungsrich- 
tung, die letzteren wirken in Richtung des Köi-pers nach der Unterlage 
zu. G greift im Schwerpunkt S an. 




Der Schwerpunkt. 
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Für die ersteren gilt das Moment, um ihn schwebend zu erhalten 

Pi 1 = G^ li oder obige Werte eingeführt 
P cos al = G cos 9lj, woraus 



p^_ll_^^089^ 



1 cosa 
Greift P horizontal an, a = 90 — 9, dann wird 

1, 



(a) 



P = -^Gcotg(p 



(b) 



Je mehr sich 9 = 90° näliert, je senkrechter also ein Stein steht, 
um so leichter ist er zu erhalten, weil für 9 == 90°, P = wird; wenn 
9 = 0, dann wird Pj weil cos 0° = 1 am grössten. Das Aufheben eines 
Körpers macht im Anfang am meisten Schwierigkeiten. Für 9 = und 

a = o wird P = ^ G und wenn Ij = 1/^ , dann hat man natürUch das 

halbe Gewicht P = — (senkrecht) zu heben. 

SoU ein Kegel von 1,2" Höhe (1 = 1,2"), 
welcher unter 9 = 40° geneigt hegt, von einer 
Kraft P imter a + 9 = 60° gehalten wer- 
den, dann muss die Kraft P nach Gl. (a), 
weil li = V4I (Schwerpunktsentfemung eines 
Kegels), 

"4 0,940 



Fig. 117. 



P— Ar J^i2 
1 cos 20 



G= 0,204 G 



sein, wenn G = 1000 Klg., so würde P = 
204 Klg. werden. 



Kg. 118. 
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Der Schwerpunkt. 



P = A 



Wirkt P horizontal (Fig. 117), dann ist nax^h Gl. (b) 

^ G cotg 9 = V4 G cotg 40 = 0,298 G. 

P muss grösser als oben werden, weil die AngriflFsrichtimg ungünstiger liegt 

Wir haben bei vorstehendem Beispiel keine Rücksicht auf die Basis 
des Kegels genommen, sondern stillschweigend vorausgesetzt, dass der 
Schwerpunkt des Körpers denselben entgegengesetzt der stützenden Kraft 
zu kanten droht. 

Aus Fig. 118 und 119 ist aber zu ersehen, dass, damit der Körper 
nicht fallt und zwar nach entgegengesetzter Seite der fiiiher stützenden 
Wand, die Kraft P entgegengesetzt wie in Fig. 1 1 7 wirken muss. Liegt, 
wie die Fig. 119 nahezu darstellt, der Schwerpunkt über der Kante A, 
dann ist die stützende Kraft P = o. 

Wird in Gl. (a) 9>90°, hierbei können wir uns den Körper in 
eine Stange SA (Fig. 117, 119) vereinigt vorstellen, dann wird cos 9 also 
auch P negativ. 

Betrachtet man A als Drehpunkt der Momente Gm und Ph, dann 
gilt flir das Gleichgewicht 
(c) Ph = Gm. 

Für m =^ o wird P = 0, resp. je nach der Lage von m 

P> 



< 



0. 



Wir werden weiter unten wieder auf vorstehende Gleichung c zurück- 
kommen und sehen, dass sie uns die verschiedenen Arten des Gleich- 
gewichtszustandes darstellt 



Fig. 120. 



Unterstützte und belastete Träger (Balken). 

Ein gewichtslos gedachter Balken liegt auf zwei Stützen A und B, 
und ist in gewissen Entfernungen von diesen mit P Klg. belastet, wie 

gross sind die Druckkräfte, welche A 
und B aushalten müssen, und wie gross 
die Momente, welche bei n und m den 
Balken durchzubiegen (zu zerbrechen) 
7 bestrebt sind? Ersetzt man A und B 
durch Kräfte ( Auflagerkräfl« , Reak- 
tionen) und lässt für einen Augenblick 
die Kraft A zur Wirkung kommen, um den Balken der Kraft P entgegen 
um B zu drehen, dann tritt erst dann Gleichgewicht ein, wenn 
(46) A(a + b) = Pb. 



.r^ 



^^ 



?n 
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Hieraus findet sich der Auflagerdruck 

^=^^' (*«^) 

während man B ausser durch eine gedachte Drehung um A, durch das 
Moment 

B(a + b) = Pa 
axkch aus der Bedingung 

A-f B = P,— 
A und B können zusammen nicht grösser als P sein, — finden kann, 
nämHch 

B = I'-A = -^ (47) 

Das Moment bei m wäre Ax, wenn P an dem Hebelarm x — a = mn 
nicht entgegen wirken würde, demnach ist das fi^agUche Moment in der 
Entfernung x von A 

M3, = Ax — P(x — a); (48) 

Denn denkt man sich den Balken bei m festgehalten, so sucht die 
Kraft A am Hebelarm x ihn abzubrechen, indess P für sich allein am 
Hebelarm mn entgegengesetzt wirkt, ihn abbrechen würde. 
Das Moment bei n ist für x = a 

M, = Aa, 
oder von B aus gerechnet 

M, = Bb. 
Setzt man A und B ein, dann wird das Moment bei n 

M = Aa = Bb = — ?;Vp- 

a + b 

Am grössten wird M„ wenn von Ax nichts mehr abzuziehen ist, 

wenn also P (x — a) = o, d. h. wenn x = a, bei n. Am kleinsten wird 

M, wenn x = o und fiir x = a -|- b; setzt man in M» A ein, so findet 

man zunächst 



für X = a -f- b folgt 



Pb 



M« = ^^(a + b)-Pb = o, 



für x = o wird auch M = Ao = o. 

Von der Grösse der Momente können wir uns am besten dadurch 
ein Bild machen, dass wir uns in n eine senkrechte Linie ny = M = Aa 
als groBStes Moment in irgend einem Massstabe auftragen; weil M = o 
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ünterstOtzte und belastete Träger. 



Fig. 121. 



in A und B, so erhalten wir, y mit A und B verbunden, zwei Dreiecke 
(Fig. 121). Das Moment in n^ ist dann n^yj halb so gross wie ny, 
wenn nn^ = V2 nB = J b. 

Bei n hat der Balken am meisten auszuhalten, hier wird er am 
stärksten durchgebogen, während er in A und B, wo M = 0, gar keiner 

Biegung ausgesetzt ist S. d. Neben- 
figur. In n ist, wie man sich aus- 
drückt, der gefährliche Quer- 
schnitt, weil die Gefehr des Durch- 
brechens am grössten ist. 

In der Praxis pflegt man in den 
meisten Fällen (bei kleineren Trä- 
gem) die Dimensionen der Träger 
nur nach dem grössten Moment zu 
berechnen und den Täger auf seiner 
ganzen Länge gleich stark zu machen. 
Hierin hegt allerdings eine Verschwen- 
dimg an Material, da solche Träger 
nach ihren Auflagern zu schwächer 
sein können, man nimmt aber hierauf 
keine Rücksicht, weil ein solcher (klei- 
ner) Träger, den Momenten entsprechend, mit veränderten Querschnitten 
mehr praktische Schwierigkeiten in der Ausführung machen würde. 

Wenn nun auch nach den Auflagern zu der Träger, Fig. 120, den 
Momenten entsprechend immer schwächer sein darf, so können in A und 
B die Dimensionen doch nicht Null sein, denn ausser den Momenten 
müssen wir noch vertikal wirkende Kräflie in Betracht ziehen, welche in 
den AuQagem A und B am grössten sind, wie wir noch sehen werden. 

Der Balken würde that- 
sächUch zwischen seinen Auf- 
lagern liinabgleiten, durchfallen, 
Fig. 122, wenn seine Endquer- 
schnitte (Dimensionen) Null wä- 
^^^s?P!ü7 ren, ohne dass er von P ge- 
bogen würde. In A und B muss 
er wenigstens noch so stark 
sein, dass die Kräfte A und B 
ihn nicht senkrecht abreissen, abscheeren, abschieben können, Fig. 123. 
Ist er eingespannt, wie dies die zweite Fig. 121 darstellen soll, dann 
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wirken beim starken Ausbiegen 
durch die Kraft P im Balken 
gleichsam Zugkräft;e p und p^. 

Da nun die beiden Auflager- 
reaktionen A und B den vertikalen 
Druck übernehmen müssen, so 
kann an Stelle der grössten Aus- 
biegung keine vertikale Kraft mehr 
vorhanden sein, thatsächhch ist 
sie auch daselbst Null, wie wir 
noch sehen werden. — 

Ist zunächt die Last P, wie Fig. 124 andeutet, auf einen Teil des 
Trägers, oder auf den ganzen Träger 
gleichmässig verbreitet, verteilt, dann 
denken wir uns, wenn wir mit q Klg. 
die Belastung pro laufende Längenein- 
heit bezeichnen, P = 2aq im Schwer- 
punkt angreifend; offenbar hat dann 
die Belastung auf die Länge 2a ver- 
teilt die gleiche Wirkung wie P 
vereinigt in der Entfernung a von A. 

Das Moment in der Entfernung x, in m, ist dann M = Ax — qx -^^ 

X 

weil dem Moment Ax die Belastung q • x am Schwerpunktsliebelarm -^- 
entgegenvrirkt. Dieses Moment 



Fig. 124. 




M = Ax — q 



2 



(49) 



ist dann wieder Null für x = und nimmt für x = a den Wert an 

M = Aa — q ^ . 

B^eichnen wir nun mit V die oben erwähnte Vertikal-, Scheer- 
oder Schubkraft, dann ist fiir die Strecke x, Fig. 124, diese offenbar 

V = A — qx, (60) 

bezw. nach Fig. 120, 

V = A — P, V = B — P (60a) 

A 

Im ersteren Fall wird V = für A = qx oder x = — : im letzteren 

q 

FaU für A = P. 
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ünterttützte und belastete TiHge^. 



V wird am grössten , wenn x = oder P = , d. h. im Sinrtfe der 
Ol. 60 a, wenn A nichts entgegenwirkt; also in den Auflagern A und B. 



Pb Pa 

Setzt man in 60 a A = — ;—r und B = — r-r ein, dann erhalt man 

a + b a +b 



<a) 
(b) 



V = 



V = 



Pb 



a + b 
Pa 






— P = 



Pa 



a + b 
Pb 



= — B, bezw. 



= — A. 



a + b a + b 

Bei gleichmässiger Belastung, Fig. 124, haben die Auflager den glei- 
chen Druck A = B = ql/g auszuhalten, weil A und B zusammen die ganze 
Last ql gleichmässig zu tragen haben. Für x = in Gl. 50 wird V am 
grössten, nämlich 



V = A = — ^; für x = l hingegen wird 



<c) 



V = 



ql 



ql = - 



qi 



Flg. 125. 



2 ^' 2 

Die Veiükalki'aft wirkt, wenn in einem Auflager positiv, mit dem 
Auflagerdruck als Maximiun, im andern Auflager negativ; somit bei gleich- 
massig verteilter Last in der Trägermitte als Minimum. 

Wenn x = -^ , so wird nach Gl. 50, V= A — qx = -^ ~- = 0. 

Nach Gl. 50 a wird V = 0, wenn A = P, bezw. B = P, d. h. im An- 
griflfspunkt der Kraft P*). Hier ist aber das Moment am grössten. 

Eine bildUche Darstellung dieser 
Vertikalkräfte erhält man durch 
Auftragen derselben, wie Fig. 125 
erhellen soll, welche sich auf den 
Fall Fig. 120 beziehen möge. Trägt 
man in den Auflagern auf senk- 
rechten Linien die Werte V auf; 
und zwar in A positiv, in B negativ, in n,V = 0, so kann man ähnlich 
wie bei den Momenten aus den entstandenen Dreiecken an jeder Stelle 
<les Trägers die V-Kraft mit dem Zirkel abgreifen. 

Die positiven Werte pflegt man unterhalb der Trägerachse au&u- 
tragen, die Momente, wie wir wissen, oberhalb; folgerichtig müssten die 

*) Nach den Grundsätzen der höheren Mathematik, den Differentialquotient von 

-»»L = lIAiLZ^P(£^^^ = 0. Gl.«, gesetzt, folgt 4*?- = A-P = 0, A-P 

^x ox cx 

ist aber nach Gl. 50a die Schubkraft V. Ist diese Null, dann wird M am grössten. 
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Fig. 126. 



negativen V-Ki:äfte oberhalb, die negativen Momente unterhalb aufgezeich- 
net werden, man überträgt aber wechselsweise Kräfte und Momente, wie 
wir noch sehen werden, so dass die Momente überhaupt oberhalb, die 
Vertikalkräfte unter der Trägerachse aufgetragen erscheinen. 

In beistehender Fig. 126 sind zur 
Gesamtübersicht die M- und V-Werte 
in eine Figur übertragen; und zwar 
das grösste Moment in n nach oben, 
die grössten Werte von V, das sind 
die beiden Auflagerreaktionen in ihren 
Angrifepunkten nach unten. ^' 

In den Entfernungen x von A sind 
dann dem gewählten Massstab ent- 
sprechend, die mit dem Zirkel abzu- 
greifenden Längen des Momentes M, 
und der Vertikalkraft V, zu finden. 

Ist ein Träger, Fig. 127, in der 
Mitte belaßtet, dann sind die Auflager- 

P 
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druckkräft« A = B = 



somit das 



Y- 



? 



Moment in der Mitte im Angriffspunkt 
von P 

H = Al/2=^-. . (51) 

Hier findet eine vollständige sym- 
metrische Verteilung der Momente und 
Yertikalkräfte statt, V = fällt wieder 

PI 
mit M«„ = — j- zusammen. Fig. 1 28. 

Wenden wir diese Beziehungen 
zwischen M und V auf eine gleich- 
massig verteilte Last für die Länge 1 an, dann setzen wir nach 61. 50 

V = A — qx = 0, (5J) 

und eriialten hieraus x = , in Gl. 49 eingeführt, giebt uns M das 




grösste Moment, nämlich 

M = A 



^ A' 



1 A» 

2 q 



(63) 



s. 
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Untentfitzte nnd belastete Tifiger. 



Für den Fall der ganzen Belastung, gleichmässig verteilt, ist 




r-^it 



y-9k 



wenn q die Last pro laufende meter, Q die Gesamtlast bedeuten, dann 
folgt das Maximalmoment nach Gl. 53 

(63a) .... M„ = -g— ^ - - -g- _ -g-. 

Aus Gl. 62 ergiebt sich der grösste Wert der Vertikalkraft für x = 0, 
im Auflager, 

(62a) 



ql Q 



1 

V wird Null, wenn A = qx = -~- oder für x = l/2, selbstredend 

findet hier eine symmetrische Verteilung der M und V statt Setzt man 
X = 1/2 in Gl. 49, dann wird auch wieder 

In Fig. 129 ist M„ das Maximalmoment in der Mitte oberhalb und 
sind die V- Kräfte unterhalb aufgetragen.*) Die letzteren sind wieder 

*) Setzt man wieder den Differentialquotient von 



M = Ax — 



qx« 



qu< 
M 



= A — qx = 0, 



2 ' In 
80 heisst dies soviel als, es werde y = A — qx^O gesetzt und liefert der Wert 

für X hieraus I x = — die Lage von Mi 



Lmax» 
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gerade Linien, A positiv, B negativ. Die Momente bilden aber hier eine 
krumme Linie, eine Kurve (Parabel). Setzt man in Gl. 49 der Reihe 
nach X = 0, »/b 1, \ \ '/« 1, V» 1, '/g l '/* 1» Vs 1 ^^ 1. dann erhält man 

^ °' *^» 2 8 2 64 ~ 128 1^ ' ^« " 128 
16 „ .. 16 ,. 16 



ql», 



ql* u. 8. w. 



^*» = 128" 'i^'' ^" = T28 'l^* = */» 'l^*' ^» = 128 
bis M = für X = 1. 

Die Endpunkte dieser Momente liefern die Kurve. In Fig. 129 ist 

auch eine Konstruktion dei-selben angedeutet Teilt man bc imd Ab in 

je eine Anzahl gleich grosse Teile, hier 4, und verbindet c mit den Teilen 

in Ab, dann geben die Sclmittpunkte der Senkrechten in den Teilpunkten 

von bc die Kurvenpunkte. — 

Wir wollen nmi versuchen, die aus dem einfachsten Fall entwickel- 
ten Grundsätze mehr zu verallgemeinem, indem wir mehr Kräfte auf 
einen Träger einwirken lassen. 

Auf einen solchen (Fig. 130) wirken mehrere Kraft» PiPgP8P4 in 
Terschiedenen Abständen. Ist l = a + b + c + cl + e die Spannweite 





i 






I 



I 

I 



^y/'/yyy'fic><M^Ä 



^ 



^ 
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des Trägers, Entfenumg zwischen den Auflagern A und B, und lassen wii* 
A an 1, um B drehend, den Kräften entgegen, den Träger aus seiner 
Gleichgewichtslage heben, dann ist die Momentengleichung fiir die Be- 
dingung des Gleichgewichtes 

Al = Pi(b + c + d + e) + P2(c + d + e) + P3(d + e) + P4e, somit 

^_ P,(b + c + d + e) + P.(c + d + e) + P8(d + e) + P4e ^ (54) 



112 Unteratatzte und belastete Träger. 

Den Auflagerdruck B findet man, den Träger um A sich drehend 
gedacht, 
(54^) B^ P,(a + b + c + d) + P,(a + b + c) + P,(a + b)-fP,a ^ 

oder auch durch die Bedingimgsgleichung, dass 
(64b) .... A + B = P, + P, + P,+ P, 
sein muss. 

Gehen wir noch weiter in der Annahme und nehmen eine behebige 
Anzahl Kräfte an PjPgPs .... also 2P, dann gilt für den Drehpunkt 
B die Momentengleichung 
Al = P,a-a) + P,[l-(a-f b)] + P»[l-(a + b4-c)] + .... 

Dividiert man durch 1, so folgt der Auflagerdruck A. 

Man kann aber vorstehende Gleichung auch schreiben 

Al = P,l-Pia + P,l — P8(a + b) + P3l — P3(a + b + c)+ , 

oder mehr zusammengezogen 

Al = (P, + P,+ P3 + ...)l-[P,a+P,(a + b) + P,(a + b + c) + ...]; 

hieraus folgt jetzt durch Division mit 1 

A = P, + P,4-P3 + ...[Piy + P,^+P.-^±^ + ...], 
oder 

(d) A = 2P-[p,^ + P,^4-Pa^±^+...]. 

Lässt man den Träger um A drehen, dann ist Gleichgewicht, wenn 
Bl = P,a+P,(a+b) + P3(a + b + c)+..., 
oder durch 1 dividiert, wenn 

(e) . . . B = Pj y + Pg — j h Pj j h • • • 

Die vertikale Kraft an irgend einer Stelle ist bei mehreren Kräften 

V = A-(P, + P, + P3+...), bezw. 

V = A — 2P. 

Setzt man in diese Gleichungen die Beziehungen (d) und (e), daim 
erhält man zur Herstellung des Gleichgewichtes 

bezw. weil der Klammerausdruck dem Auflagerdruck B gleich ist, 

(f) V = — B. 

Dijeselb^ Betrachtung in Bezug auf das andere Auflager durchgefiihrty 
erhält man 
(g) . . . • V = -A. 



(65) 



TrUgt mau sich die Auflagerreaktionen umgekehrt; H iu A nach unten 
md A in B oberhalb der Trägerachse, dann erhält mau den Schnittpunkt S. 
Bezeichnet man die Entfernungen dieses Schnittpunktes von A und 
[uit s und t, dann folgt aus 

B:8 = A:t und t + s = l 

>^^,. ........ 

Setzt man aus Gl. 54 und 54 a A und B ein, reduziert, dann ergiebt 
sieb schliesslich 

P,a + l',(a+b) + P,(a-f b + c) + F«(a + bH-c+d) + 
I'i + P, + P, + I'* . ■ ■ ■ 
diese Gleichung mit der S. 81, Gl. 45 verglichen, erkennt man, dass s 
der Sdiwerpunktsabstaud ist 

Man findet sonach den Schwerpunkt einer Reilie solcher parallel- 
wirkenden Ki'äfte auch dadurch, daas man nach Gl. 66 aus den beiden 
Gegen reaktionen den Abstand berechnet oder diese umgekehrt in den 
Aotiagero aufträgt und den Achsenschnitt sucht. Das Moment an irgend 
einer Stelle in der Entfernung x von A ist 

M. = Ax — P, (x — a) — Pg[x- (a + !>)]. . . (67) 

In der Entfernung t von B aus gerechnet ist das Moment 

M. = Bt— P«(t— e) — Ps [t — (d + e)]. . . .(67a) 

Denn hält man den Endpunkt von t, den Träger an dieser Stelle 
fest, und zwar am Ende von A aus gerechnet, so sucht die Krnft B am 
Hebelarm t abzubreclien in S, entgegen S wirkt an t — e die Kraft P^ und 
an t— (d + e) die Kraft Pg. 

Massgebend liir uns sind die Momente in den Angrifispunkten der 
KrUfte, diese lassen sich leicht nach den oben aufgestellten Grundsätzen 
berechnen, sie sind 
in n, M, = Aa, 
ino, M. = A(a+b) — r,b 
in m, M.= A (a + b + c) — P, (b + c) — P, c 
iup,M,=Be=A(a+c + c + d)— P,{b-fc + d) + Pg(c + d) + P,d.] 

Obgleich der Schwerpunkt meist in der Nähe des grössten Momentes 
zu tilgen kommt, so lässt sicli die Lage desselben am genauesten und 
braten aus Gl. 55 bestimmen iiii' V = 0,*) indem man von A (hezw. 

•1 Dlfferentiiert man die nach Gl. 57 abdeleitete Gleichung 
M. = A. - P, (i - al - P, [i - (a + b)] - P. [x - (a + b + c)J . . .. 

m> findet man ^^ :^ A — P, - P, - P,. . = A — SP; es iit die» aber ((JL 55) 

die Vertikalkrsft T, wird diese Null, dann irt M. ein Maximum. 
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von B) der Reihe nach die Kräfte in Abzug bringt, bis Null resultiert 
Die Figur 130 entMlt in den einzelnen Abstufungen aufgetragen einen 
graphischen Ueberblick über die Lage des Maximalmomentes, welches 
wir in m angenommen haben. Trägt man sich in B oder A, ev. auch 
in einer beUebigen zu den Kräften gezeichneten HülfsKnie, der Reihe nach 
die Kräfte PiPgPgP^ an, ebenso A und B die Reaktionen,, so dass 
Bv = A und VW = B so stellt die Senkrechte auf Bv am Ende von A 
die Grenze, den Abschluss der Reaktion A dar, die Endpunkte der Kräfte 
horizontal (parallel zu vm^) übertragen in die bezügliche Kraftrichtung, 
Uefert in m^ das grösste Moment z und y sind die durch m laufenden 
unterhalb der Trägerachse aufgetragenen V- Kräfte, welche den schraf- 
firten Darstellungen im Mittel gleich sein müssen.*) In Fig. 130a haben 
wir dieselbe Darstellimg gleichzeitig mit einer beliebigen Annahme der 
Momente in den Kräft^angriffispunkten nochmals gezeichnet. — 

Fig. 130 a. 








\ 



I 



'Swyy/fyjvyA/j'jWd//i^^<^4^f ^^^^/'^^ 



^x 



mumUff/MW 4I9JM{4M^ 



^^'^^^yy^y^^^ 



Cg2S2üJ£S£ 




In der folgenden Figur 131 haben wir zwei Kräfte angenommen. Die 
Momente sind hier: das Moment in o 

Mo = Aa. 
Das in der Entfernung x ist wieder M, = Ax — Pj (x — a). Das Moment 
in p ist 

Mp = B c = A (a + b) — Pi b. 



*) Wir werden in der Graphostatik noch näher darauf zurückkommen. 
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Ist Pj =Pg, a = c, wie in Fig. 132 zu Grunde gelegt, dann ist das 
Moment an irgend einer Stelle zwischen den Kräften Pj beispielsweise in 

Fig. 182. 





der Mitte des Balkens 

M = AI/2 — PI a/2 — a)- 
Da nun A = P = B, so folgt 

M = PI/, — PI/, -f Pa = Pa. 
Pa ist aber auch das Moment in den Punkten m, 

M = Aa = Ba = Pa, (68) 

folglich ist Pa zugleich Maximahnoment Die graphische Darstellung der 
Momente und Schubkräfte ist in den Figuren 133 und 134 für die letzten 
beiden Annahmen durchgefiihrt. — Ist ein Träger auf eine gewisse Länge 



Fig. 183. 



Fig. 134. 




r-ß 




gleichmässig belastet, so teilt man die Last in gleichgrosse Teile, und 
betrachtet jeden Lastteil als eine im Schwerpunkt angreifende Ein^ellast 
Die Resultate kommen der Wirldichkeit um so näher, je mehr Teile man 
annimmt, je kleinere Teile man in der Berechnung berücksichtigt. (S. d. 
Bemerk, über die Mittelkraft paralleler Kräftie.) 

Beispiele: I. Es sei, Fig. 120, P = 1200 Klg., a = 3, b = ö". Die 
Auflagerreaktionen sind 61. 46, 47 

1200.5 ^^^Tzi 
A = ^ . . = 760 Klg., 



3-f 5 
B = 1200 — 740 = 450 Klg. 



8* 
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Das Moment in n, fiir a = 3'", ist zugleich M„^ri„na,, 
M„„ = A . 3 = 750 . 3 = 2250 Klgmeter; 
in n liegt der Angriffspunkt der Kraft. 

Trägt man sich die Werte auf, Fig. 135, dann lassen sich andere 
bestimmte Momente unmittelbar abgreifen. 



Fig. 185 
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In 2" Entfernung ist M = 1900 Klgmeter 
„ 4 „ „ M= 1800 Klgmeter. 

II. Eine Last Q = 2000 wirkt in der Mitte eines 6" langen Trägers; 
das grösste Moment ist Gl. 51, 

Ql 2000-6 



M 



= 3000 Klgmeter. 



4 4 

Die seitlichen Abscheerungskräfte sind 

V = A = B = -^ = 1000 Klg. 

III. Der beistehende Träger 
ist mit zwei Kräften P und Q be- 
lastet, die Entfernungen, wie die 
Kräfte, sind eingetragen. Die 
Auflagerreaktionen ergeben sich 
aus 

A(a + b + c) = P(b + c)-}-Qc und B = P + Q — A; 















^ 
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B = 3000 — 1667 = 1 333 Klg. 
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Die Momente in n und m sind 

M„ = A . 2 = 1667 . 2 = 3334 Klgmeter. 

M„= A.5 — P.3 = B.4 = 6332 Klgmeter. 
Das Maximalmoment muss hier nach m feilen (Fig. 137), denn 

V = A — (P + Q) (Gl. 65) 

Flg. 137. 




vÖU/ 



'»f/r^ 



^wird bereits zwischen n und m Null; und zwar wird die Differenz 

A — P = 1 667 — 1000 = 667 
.grösser als die Hälfte der Differenz 

Q — P = 2000 — 1000, 

.also grösser als — ^ — und fällt nach dem Angrifepunkt der Kraft Q. 

Der Angriffspunkt der Mittelkraft hegt in der Entfernung 

Bl 1333-9 ,„ , ,^, ^^, 

= 4° von A. (Gl. 56.) 



8 = 



A + B 1667 + 1333 



Flg. 138. 



IV« Sind die Kraft» symmetrisch ver- 
teilt , wie in Fig. 138, dann sind die Auf- 
lager auch gleich belastet, A = B = 6000 Klg. 
Die Momente in A und B Null; inner- 
halb 
M=Pa= 6000.3=15000 Klgmeter (Gl. 58). 

¥• und VL Ein Balken ist, wie beistehend 
Fig. 139, belastet, die Auflagerdrücke sind aus den folgenden Gleichungen 
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berechnet 



A(l + 2 + 4 + 3)== 2000 . 9 + 3000 • 7 + 3 • 1000, 

42000 
A = —^^ = 4200 Klg., B = 6000 — 4200 = 1800 Klg. 



Flg. 189. 



-g'/ w 



B'906^ 



3'^ 



ß'JO^ 



c »4 



^-/^^ 



«^•^ 



Fig. 140. 




Das grösste Moment fällt in den Angriffspunkt der Kraft 

P2= 3000 Klg., 

denn die Differenz 

A — 2P = 4200 — (2000 + 3000 + 1000) 

wird negativ von der Seite des Auflagers A aus vor P,* 

A _ (2000 + 3000) = 4200 — 5000 = — 800, von B aus ebenso 

B — (1000 + 3000) = 1800 — 4000 = — 1200. 

M als Maximalmoment liegt sonach in Pg. 

Der Schwerpunkt liegt in der Entfernung 

IB 10. 1800 _ 

- = 3" vom Auflager A» 



s = 



A + B 



6000 
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Die Momente sind 
Ml = A • a = 4200 Klgmeter. 

M, = A (a + b) — Pi b = 4200 • 3 — 3000 • 2 = 6600 Klg. 
M3=A-7— Pi- 6— Pg. 4=4200. 7 — 2000.6— 3000. 4=B. 3 = 5400. 

In Fig. 140 sind sämtliche Werte tibertragen. 
YII. Ein Träger von 5° Spannung Fig. i4i. 

ist mit q = 800 Klg. pro lauf. Meter be- Q-^iPix^Ar/^ 



lastet, das grösste Moment (in der Mitte) »v-^.^.^..... — .^.-5f^>f^y!'-.??».J 
ist dann, 61. 63a, \£ 

= 4i = -8^ = 2600 Klgmeter. 

O O 



M 



/«^m 



Fig. 142. 
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Das Moment in 3" Entfernung vom **Y^^ 
Auflager A ergiebt sich aus der Parabel, 
Fig. 142, M = 2400 Klgm., nach Rech- 
nung Gl. 49, weil 

A=4 = J?|:^ = 2000Kig.. 



M = A X — -^ = 2000 . 3 — 800 y = 2400 Klgmeter. 




VIII, In dem beistehend mit 6000 Klg. belasteten Holzträger, 
Fig. 143, soll das Eigengewicht des Trägers mit berücksichtigt werden. 

Flg. 143. 
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Näherungsweise*) ist bei P = 6000 Klg. Einzellast imd 1 = 6" Spann- 

♦) 8. Abhandlung d. Verf. über Eigengewichte von Trägern in der Bautechn. 
Zeitschrift No. 17, 1888. Berlin u. Wien. 
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weite, wenn wir das Verhältnis der Trägerbreite zur Höhe wie 5 : 7 an- 
nehmen 

p = i/g !/"?«!«■= Vs y'36000000.36= 136 Klg. 

Das Gesamtgewicht des Trägers ist dann (cirka) 136 • 6 = 820 Klg. 
Nach GL 46, 47 sind die Auflagerreaktionen 

A = — i^= ^QQQ-^ =4000, B = 6000 — 4000 = 2000 Klg. 
a + b 6 

Rechnet man das halbe Eigengewicht beiderseits zu, dann folgt 

A = 4410, B = 2410 Klg. 
Das Maximalmoment fällt nach m, und ist 

M, = Aa — 136 . a . y = 4410 • 2 ^ 2» = 8648 Klgmeter. 

Das Moment in m ohne Rücksicht auf das Eigengewicht ist 
M = Aa = 4000 • 2 = 8000 Klgmeter. 

Bemerkung. Berechnet man sich die Dimensionen des Trägers, so 
erhält man nach M„ = 8548 Klgmeter, Höhe 229"", Breite 164""; ohne 
Rücksicht auf das Eigengewicht hingegen ***/i6o""> ^^ ^^ einige mm 
Unterschied. — 

In Fig. 144 ist die Belastung dieses Trägers graphisch dargestellt. 

Fig. 144. 
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nio, Po sind Punkte der Parabel, welche die Kurve für die Eigengewichts- 
belastung darstellt, das grösste Moment derselben pp« ist nach 53 a 
ppo = M„ = Va ql* = Vs 136 . 6« = 612 Klgraeter. 
Konstruiert man sich die Parabel wie Fig. 129 angedeutet, oder 
rechnet man sich nach Gl. 49 die Hauptpunkte aus, dann erhält man 
die den Längen x=l", x = Am = 2", x = Ap = 3" u. s. w. ent- 
sprechenden senkrechten Höhen, deren Endpunkte verbunden die Kurve 

820 
liefern. Für die Eigengewichtsbelastung ist A = -y- = 410> genauer 

A = 136 . 3 = 408, und q = 136, folgUch für 

X = 3-, pp, = Ax — q-^ = 410 . 3 — 136 -|- = 618 Klgmeter. 

(Die Differenz mit obigen 612 Klgmeter rührt von der Annäherung 
136 . 6 = abg. 812 her.) 

Für X = 2 wird M = mmo= 410 • 2 — 136 y = 548 Klgmeter. 

„ x=l „ M = 410 . 1 — 136 y = 342 Klgmeter. 

Das oben berechnete Trägermoment für die Entfernung a = 2" ist 
durch die Linie mm, (8548 Klg. entsprechend) dargestellt. 

Trägt man sich das Moment M = 8000 Klgmeter ohne Rücksicht 
auf das Eigengewicht auf, M = mm,,, dann ist m, m,, = mmo bezw. 
nn« = n,n,,, pp© = p^p,^ u. s. w. Man hat also nur nötig zu den Höhen 
(Momenten) der Linien Am,,, Bm,, die Eigengewichtshöhen die Ordi- 
nalen (Momente) mm«, pp« . . . zuzuschlagen, um die ganze Belastungs- 
kurve Am,B mit Rücksicht auf das Eigengewicht auf graphischem Wege 
zu erhalten. 

IX. Es sind für dieselbe Spannweite 1 = 6", P = 50 Klg. und 
q==100Klg. pro laufende Meter Belastung und wenn a = 2", die Ent- 
fernung, in welcher P angreift, die Belastimgsverhältnisse zu bestimmen. 
(Fig. 146.) 

Die Auflagerreaktioiien sind: 

. ql , Pb 100-6 , 50-4 „„„ „, , 

B = (400 ■ 6 + 60) — 333 = 317 Klg. 
Das Moment in m ist 

M„ = A.a — q^ = 333.2 ^-— = 466 Klg. 
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Das Moment in der Trägermitte 



1» 



M., = A-1/, — P(l/, — a) — ql/j, ■-j- = Al/, — P(I/, — a)— q~ oder 
M., = 333 • 3 ~ 50 (3 — 2) — 100 ~ = 600 KIgmeter. 
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Das grö8ate Moment des Eigengewichtes allein in der Tiilgennitte ist 
„., = Si!=M:ü = 460 KIgmeter. 

Das Moment im Angriffspunkt der Last ist ohne Rücksicht auf das 
Eigengewicht 

M = A,a. 

Hierin ist A, der Auflagerdruck nach Gl. 46 a zu berechnen. Man 
findet 

Obiges Moment ist sonach 

M = 33 V» ■ 2 = 66 Vj KIgmeter. 

In Fig. 145 sind alle drei Kurven übertragen, das letzte Moment 
(gerade Linien) für P ^ 50 Klg. allein, die Eigengewichtsparahel und die 
Summe beider, deren grösstes Moment in der Trägermitte 600 KIgmeter. 
ist Für den Querschnitt eh ist g der Farabelpunkt der Eigengewichts- 
kurve, ef zu eg addiert giebt eh die Grösse des Momentes in e. 
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X. Die Auflagerdrücke des in Fig. 146 verzeichneten Trägers von 
23" Spannweite, belastet mit zusammen 6130 Klg., ohne Eigengewichts- 
berücksichtigung, sind 

^^ 100.15 + 30.7+^2000.3 + 4000^^^33^^ ^^ 




Das grösste Moment fällt in den Angriffspunkt m der Kraft 2000 Klg. 
Die Vertikalkraft 

V = A — (100 + 30) = 683 — 130 = 553 
ist in o noch positiv, aber bereits in m negativ, 

y = 683 — 2130 = — 1447, 
und vie man leicht übersieht, auch von der Seite des anderen Auflagers 
V = B — (4000 + 2000) = 5447 — 6000 = — 553. 
Die Momente in n, m, o, p sind der Reihe nach 

M. = B . 2 = 5447 .2 = 10 894 Klgmeter, 
M. = B.3 — 4000- 1 = 12341 „ 
M, = A.16 — 100.8= 10128 



M, = A . 8 - i^-^ A = 5389 



yy 
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Der Schwerpunkt der Belastung hegt in der Entfernung von A 

Bl 5447.23 ^30,4". 



s = 



A + B 5447 + 683 
Wird das Eigengewicht in Rücksicht gezogen, dann rückt das Maxi- 
malmoment mehr nach A zu. Nimmt man H= 1,5 Trägerhöhe, dann 
ergiebt sich annähernd*) als Eigengewicht für einen eisernen Träger pro 

*) 8. obige Bemerkung, S. 119. 
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laufender Meter: 

q-8^^öli+ 3000H-1(1 + 4H)>' 

./, ,,, 12 341 + 1,5-5447 \ ..„ „, 

= H^ • »'^ + 3000 -1,5-13 (23 + 4Vi;6)-J = ^°^ ^^' 

Verteilt man diese auf die Auflager, so kommen auf jedes 

^ =1186 Klg., und es folgt 

A, = 683 + 1186 = 1868 Klg., B, = 5447 + 1 185 = 6632 Klg. 
Die Momente sind dann 

M. = B, . 3 — 4000 . 1 — 103 . 3 . y = 15 432 Klgmeter 

Mo = A, . 16 — 100 . 8 — i03li^ J:! ^ ^5 902 ,, 

Das grösste Moment würde jetzt nach dem Angriffspunkt o fallen; 
V wird in fast Null, denn es ist 

V = A — (100 + 30 + 103 . 16) = 1868 — 1778 = 90. 

XI. Ein eiserner Träger von 1 = 5° Spannung mit Q = 4000 Klg. 
in der Mitte belastet wiegt*) pro laufender Meter cirka bei 0,4 = H Höhe 

^ = -4^oV(' + 2H) = ^;,^^ = (5 + 2.0,4) = 29abg.30Klg. 

Das grösste Moment in der Mitte ist 

^ Ql qP 4000 »5 , 30 »5^ ninni^i . 

M = -T- + — ö- = i n — = 6100 Klgmeter. 

4 8 4 8 

Die Auflagerdrücke sind 

5000 , 30.5 on-^c TZ, 
A = B = — 2 1 g — = 2075 Klgmeter. 

Das Moment M also auch wieder 



/ 1\» — 

M = A -i- — ^^— = 2076 . 2,5 — ^^1^ = 6100 Klgmeter (abg,). 

XII« Zwei an einer Seite eingespannte Träger sollen gleichmässig 
verteilt , Fig. 147, durch ein Bohlenbelag von 1,2" Breite, p = 300 Klg. 
pro ü", und am Ende P= 1000 Klg. Last tragen; wie gross wird das 
Maximalmoment ? 

Die tragfähige Fläche ist 2 • 1,2 = 2,4D", die verteilte Last dieser 
entsprechend, q = 300 • 2,4 == 720 Klg. 



♦) S. obige Bemerkung, S. 119. 
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Auf einen Träger kommen also 360 Klg. im Schwerpunktshebelarm 

P 
1/t = l" wirkend und -^ = 600 am Hebelarm 1 = 2" wirkend; somit ist 

M^ = 360 . 1 + ÖOO . 2 = 13()0 Klgmeter ohne Berücksichtigung de& 
Eigengewichtes. 

Flg. 147. 




jP'^ ^ffot^jr/ß- 



Diesem Momente 1360 Klgmeter entsprechend muss der Querschnitt 
an der eingespannten Stelle be- 

Fig. 148. 

rechnet werden, wahrend am 
freien Ende der Querschnitt, 
weil das Moment Null, auch 
theoretisch Null sein kann. Die 
Belastungskurve ist hier be- 
kanntlich auch eine Parabel ab, 
Fig. 148, und giebt man den 
Trägem selbst eine entsprechen- 
de Form cb. (Naher. Festigkl.) 
Gleichzeitig muss der Quer- 
schnitt bei der Einspannung so 
gross sein, dass er der grössten 
Vertikalkraft, in diesem Falle 

q + P = 720 + 1000 = 1720 Klg. 
Widerstand leisten kann, od. 




In umstehender Figur ist das eine Auflager B so verschoben, das» 
der dort verzeichnete Balken zwischen den Auflagern mit P und ausser- 
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halb in der Entfernung c mit Q IQg. belastet ist; es stellt sich jetzt die 
Verteilung der Momente und Vertikalkräfte etwas anders dar, wie in 
obigen Fällen. 

Flg. 149. 




Sehen wir vom Eigengewicht ab, dann kann der Fall eintreten, dass 
<üe ganze Last P + Q auf B ruht und A entlastet wird, sobald P an b 
und Q an c im Gleichgewicht, wenn also Pb = Qc. Ist das Moment 
Qc überwiegend dem inneren Momente, dann tritt in A eine negative 
Reaktion, eine negative Druckkraft, eine Zugkraft ein, mit welcher das 
Balkenende gehalten werden müsste, damit es nicht in die Höhe klappt. 

Betrachtet man B als Drehpunkt und bringt den Balken ausser 
Gleichgewicht, dann würde A an a -f- b und Q an c eine Rechtsdrehung 
veranlassen, Pb eine Linksdrehung, es entstünde wieder Gleichgewicht, 
wenn A (a-j-b)-|-Qc = Pb, oder 

<69) ^ = —1^' 

Das Gleichgewicht um A als Drehpunkt findet statt, wenn 
Q(a + b + c) + Pa = B(a + b), oder 

<60) 3^Q(a + bj-c) + Pa 

a + b 

Die Anschauung ergiebt auch A + B = P -j- Q oder 
<60a) B = P + Q — A, 

A wird Null, wenn (GL 59) Pb = Qc, dann folgt nach 60a wie 
gesagt B = P-f-Q; A wird negativ, wenn Qc>Pb. 

Das Moment in irgend einem Punkt n ist wieder 
<61) M„ = Ax — P(x — a). 

Wenn x = a, dann erhält man das Moment im Angrifibpunkt der 
Kraft P Ml = Aa, 

wenn x = a -}- b , folgt das Moment in B, welches jetzt nicht wie früher 
Null wird, sondern M, = A (a + b) — Pb. 
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^^ Da nun auch Mj = Qc, so muss A(a-f-b) — Pb = Qc. Setzt man 
A ein, so^ findet, weil A(a + b) — Pb = — Qc wird, dass Qc auf der 



Fig. 150. 




Fig. 150 a. 




rechten Seite im negativen Sinne aufgefasst werden muss. Hieraus folgt, 
dass das Moment zwischen A und B Null werden muss. Aus Gl. 61 
wird, wenn M = o, x = Xo gesetzt 

Xo = -p T— , A eingeführt 



Pa 



Pa 



P — 



Pb— Qc 



Pa + Qc 



(a + b) = 



a + b 



1 + 



Qc 



(61a) 



a + b ' ' Pa 

Die Lage des grössten Momentes, welches hier auch in eine Kraft- 
richtung fallt zwischen A und B, ergiebt sich wie oben, Fig. 130a. 

Verbindet man den Pimkt m, Fig. 150 a, mit den Vertikalkräften in 
A und B, dann erhält man in n«, dem Schnittpunkt in der Entfernung 
X,, in welchem M = o, eine Vertikalkraft, die sich mit dem Zirkel ab- 
greifen lässt, V«. 
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(62) 



Die Rechnung würde ergeben aus B : b = V« : x« — a 
v=B^V-^. 



Trägt man, wie in Fig. 150a angegeben, M^ und M, (nack unten 
in B) auf, dann findet man n« bezw. x« auch durch Konstruktion. Da 
in Uo keine Biegimg der Balkenelemente vorhanden ist, M = o, so hat 
der Balken nur einer Abscheerungs- (Schub-)Kraft Widerstand zu leisten^ 
V«; kann also hier verhältnismässig schwach sein. 



Flg. 151. 



^'3^^^ 



<R'-/!a0<^ 



<f '/" 



ö -j 



C • J^ »H. 



Flg 151a. 



^-JO^^ 




>W«^ 



XIII. In Fig. 161 ist der Balken in der eingeschriebenen Weise 
verteilt mit P + Q = 4000 Klg. belastet. 

Die Auflagerdrücke sind, Gl. 69 



A = 



Pb — Qc 3000.3 — 1000.2 



a+b 1+3 

B == 4000 — 1760 = 2250 Klg. 

Das Moment in Angriffspunkt von P 

Ml = Aa = 1750 • 1 = 1760 Klgmeter, 

in B ist das Moment 

Mg = Qc = 2000 Klgmeter. 



= 1750 Klg. 



Untentfitzte and belaatete Ti&ger. 
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Femjsr diurch Bedmung oder Zeichnung 

V. = B ^V^ = 2250 -?^^^=^ = 1060 Klg. 



_ a + b _ 4 



= 2,4-. 



Pa • 3000 

Bei durchlaufendem Balkenquerschnitt würde man M, = 2000 Klgmeter 
in Rechnung für die Dimensionen fuhren. 

JLLY« In beistehendem belasteten Träger wird A negativ, denn es er- 
giebt sich nach 61. 60 



A = 



Pb— Qc 60.1,6 — 60.2 



4,6 



= — 2,2 Klg. 



/^-/?,^4K^ 



Fig. 152. 



O'^^O 



-«-<? 



3'AS 



c^Jf 



a + b 

Die Trägerbelastung 
lässt sich demnach in der 
Weise ttufiGässen, als ob 
ausser P = 60 noch eine 
Kraft p = 2,2 Klg. in der- 
selben Richtung am Ende \ 
von a wirkt, das grösste 
Moment ist dann 

Qc = 100 Klgmeter 

= p(a + b) + Pb; 
der Balken balanciert auf B, und B hat 

P + Q + P = 112,2 Klg. Druck auszuhalten. 

XV. Der in Fig. 163 verzeichnete Träger ist mit zwei Kräften zwi- 
schen den Auflagern belastet, ausserhalb 6 mit Q = 300 Klg. 



^-A^ 



P 



Fig 153. 



€?-S^ 



-^ i 3-;i 



Sif-J 



Cmjf 



Die Gleichgewichtsbedingung um B als Drehpunkt ist 
A(a + b + b,) + Qc = P,(b + b,) + P,b„ 



Hecht, Meohaiiik. I. 
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hieraus ergiebt sich 

^^ [P,(b + b,) + P,Qi]-Qc ^^ 2aUen eingeführt, 

a + b 4" abj 

200.6 + 600.3 — 300.2 ^^, ^ 
A = ! = 271 Klg. 

B = Pi+P, +Q — A = 729Klg. 
Bemerkung. Betrachtet man in GL 60 Pb und Qc als Momenten- 
summen, [Pi (b + bi)4-P2l^i]> Qc is^ a^ ^^ rechten Seite nur ein 
Summand, dann kann man leicht die Gl. 60 bei noch mehr Einzellasten 
für die Auflagerreaktion A unmittelbar verwenden. 



(63) 



SPb-SQc 



Die Momente sind 

M. = A . a = 271 . 2 = 642 Klgmeter 

M„ = A(a + b) — Pib = 271. (2 + 2) — 200. 2 = 684 Klgmeter 

Mb = Qc = 300 . 2 = 600 Klgmeter bezw. 

MB = A(a + b + bi) — Pi(b + bJ — P,bi= — 600 Klg. 

Das Maximalmoment fällt nach m. 
Das Maximum Mb wird kleiner als Mb,. 




c?'^aff 
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M wird Null zwisdien m und B, in der Entfernung x=l,6 von 
^; welche Lange man findet aus der Proportion 
M, : s ^ Mb : bj — x, nänüicli 
_ M,l). _ 684-3 
^~ Mb + M„ ~ 684 + 600 ' 



= Le- 



hrend sidi auch Xo = a + b + " = 5,6" aus 

= Äx,-P.K-a] — P,[x.— (a + l.)] 
l Entfernung von A ergiebt 

FUr die Rechnung genügt bei gleich stark durchlaufenden Trägem 
= 684 Klgmeter. 
V(| i\ürde man i-ecbnen, nach ül. 62, aus der Proportion 

B : b, = V„ : 1 ,6, woraus V„ = ^^ = -J-^^- = 390 Klg. 

XV. Ein Träger, Fig. 155, ist mit q^450 Klg, pro lauf. Meter gleich- 
' yerteilt lielastet, wie verteilen sich Momente und Vertikalkräfte? 




Den Auflagenlruck A berechnen wii- nach der Momeutengieichung 
I B als Drehpunkt, 



A-1 + , 



= q-8-~ 



t 'welcher wir das freie Balkenende 3q^ 3-450= 1350 Klg,, ani Schwer- 
pnnkt 0, das aufliegende Balkeneude 8-450^3600 Klg., an seinem 
Schwerpunkt wirken lassen und B zum Drehpunkt nehmen. Es folgt 



1 8ql — 3qli _ 
A— 2" T"— -- 

B mnss den Wert haben 



-450 — 3'. 450 



= 1547 Klg. 



8 = q (l -f- 1, ) — A = 450 - 1 1 — 1 547 = 3403 Klg, 



Daa Moment in der Entfernung : 



A ist, Gl. 49, allgemein 



M,= 



: Ax — q 
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In A ist M 

Mb = AI — q -J 
,/ 1*1 



TJntentQtEte aod belastete Träger. 
= 0, in B ist das Moment 
- = 1547 ■ 8 — 450 ~ = — 2024 Klgmeter, bezw^ 

450^= + 2024 Klg. 



- = 3,44"' 



Wir fanden oben S. 108, HO u. f., dass M ein Maximum erreidi^ 
wenn V zu Nnll wii'd. Es ist aber Gl. 50 

V:=A — qxi, liieraus, Gl. 52, wenn V = wird 

_ A _ 1547 
*'~ q ~ 4ö0 
die lAge des grössten Momentes oberhalb der Balkenacbse. 

Setzt man Xi^3,44 in M, = Ai — q-trt ^^i*"" erholt man i 
Moment selbst: 

~ W 
2 
Letzteren Wert würde man, gegenüber Mb = 2024 Klgmeter, in I 
nung ziehen, falls der Träger keine Querschnitteändenmgen, der Material- 
erspanuB wegen, erhalten soll, wie es sonst bei allen Brücken von eioiger- 
massen Spannweite geschieht. 



M»= 1547 -3,44- 



450- 



= 2669 Klgniet«r. 



I 

di«eei 
iReS 



M wird für x„ = 

'1 
ergiebt. 

Eine Vergleichung zwischen 



welche Foimel sich i 



= Ak,- 



, und s, zeigt, dass s^^2- 



= 6,88 



noch einmal so gross wie x, ist. 

Aus dem Früheren ist uns nun bekannt, diiss die grapliiscbe Dar- 
stellung der Momente bei gleichmässig verteilten Lasten Kurven (Para- 
beln) liefert, die wii- entweder punktweise, indem wir x = 1, 2, 3, 3, 4 . . . . 
setzen und M rechnen oder durch Konstruktion finden. Die Form der 
Kurve muss eine sj'mmetrische sein, weil sie von ihrer Mitte (gröaeter 
Wert d. i. Maximum) gleich weit entfernt, 3,44", die Achse schneidatuT" 

Setzt man der Reihe nach z=l,2,3...., dann würde l 
halten 



M,= 



1647 — 



450 



q-a' 



= 1322 
450-4 
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Mo: 



= A-6,88 — q" 



= 0. 



ADhsItepimkte. 
3,44 uQd dieses selbst 2659 Klgmeter 



M, = A-7 — q-^ = — 196 
Mg = — 2024 Klgmeter. 

Zur KoDstniktion bedarf es niu- einiger Ausgangs- 
Die Lage des Momeutmaximim) x, 
und zur Kontrolle M, = — 2024. 

Den negativen Teil schlägt man nach oben, weil man dann Raum 
unterhalb der Achse zur Auftragung der V-Kräfte erhält. 

Diese Vertikalla-äfte sind Linien, Aus V = A — qx folgt für s^O, 
V = A, V wird lür x = 3,44, ftir x=8 = l erhält man V = 1647 
— 8-460 = — 2053, hierzu noch das freie Gewicht lq = 3-450 = 1350 
addiert, erbiUt man — B = 3403 Klg. 

In Fig. 156 sind die Konstruktionen eingetragen. 

In n hat der Träger keine Biegung auszuhalten, liingegen wii-kt dort 
noch V, Klg. Vei-tikalkraft, aus der Zeiuhnung ergab sich V, = 2670 Klg. 




Am stärksten muss der Träger im Auflager B sein. Wie schon au- 
gedeutet, ist es nur fiir gi-Öasere Träger nütig (Bmckeubau) ; die Rech- 
nung in der vorstehenden Ausfülirlichkeit durclizuarbeiten , in den ein- 
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fachen Fällen der Baupraxis genügt die Bestimmung des grössten Mo- 
mentes. 

Wird Mb im "Vergleich zu M^ inmier grösser, dann kann schUess- 

lich Mb gleich zu Anfang 
negativ werden; dieser Fall 
würde eintreten, wenn A 
negativ ist, in 



FIpr. 157. 




M = — Ax — q 



X 



wird dann für x = 0, 
M = 0, alle übrigen Werte 
bleiben negativ, es sind 
dann besondere Kräfte p 
und k erforderlich, um, Fig. 167, eine Ausbiegung nach oben zu ver- 
hindern. 

XTL Es sei ein Raum, Fig. 158, mit öOO Klg, pro D" belastet, 
derselbe habe 9" Länge und 12" Breite und sollen zehn Träger die Last 

Flg. 158. 




gleichmässig tragen. Die Auflager A und 6 sind so verteilt, dass beider- 
seitig gleich weit gespannte Freiträger entstehen; wie gross sind die 
malmomente. 
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kommt auf einen 
= 5400 Klg. und pro lauf, Meter 
= 600 Klg. 
Zunächst ist hier A ^ B = ^^^^; — ^2700 Klg,, danii ist das Mo- 



Die Gesauitlast ist q ■ 12 ■ 500 = 64000 Klg., 

. , 54000 

;er eine Last von ■ ;^ - — 

5400 

5400 



• ment 
M. 



» 



: A 1/2 - 



(1. + 1/2)' 



= 2700-2,5 — 600 



(2 + 2,5)' 



^675Klgni. 



Die Momente in A und B sind 

M = -^ q = 600 ■ -^ = 1200 Klgmeter. 

Letzteres Moment ist für dio Berechnung massgebend. 
Auch liier kann der Fall eintreten, dass das Moment in 
bezw, negativ wird, sobald 

(1.+V.)' 



■ Mitte 



AI;,. 



= A1/,- 

(l. + l/,)' 



- oder 



hieraus, wenn bezw. 



XVII. Ein Balken, dessen Eigengewicht q = 80 Klg. pro laufender 
Meter, sei in der beistehenden Weise belastet, Fig, 159, P, P» und Q 
jj^HHiken als Einzellasten, P, unter 50°, das Eigengewicht mrkt als gleich- 
^^Hbsig verteilte Last. 

^^V Zerlegen wir zunächst die 4000 Klg. in eine vertikale und borizon- 

^^3e Komponente, die letztere in Richtung der Balkenacbse, so sucht diese 

den Balken nach rechts zu verscliieben ; man hat dann nötig mit der 

gleichen Kraft p, = P, cos et = 4000 ■ cos 50" = 4000 - 0.643 = 2672 Klg. 

nach links zu (bücken. 

Die Druckkraft P = P, sin a = 4000-0,766 =^ 3100 wini in Kecb- 
tiung als Balkenausbiegungskraft gezogen. 

Das Auflager A und die Momente der Einzelkräfte kiihI aus folgen- 
den Gleichungen zu berechnen: 



A • 6 4- >Ü0O . 1 ,5 = 3 1 00 • 4 + 2000 ■ 2,5, 
A = 2650 Klg., 

M«= A ■ a = 2650 . 2 = 5300 Klgmeter, 
M. = A(a + b) — Pb = 2650-3,5 — 3 
M, = Qd = 1000.1,5= 1500 Klgmeter. 



3100 ■ 1,5 = 4625 Klgmeter, 
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Das Auflager in Bezug auf die gleichmässig verteilte ELigengewichts- 
last ist aus 

A. = i2<^^ = Ü26 iüg. 

B = q. (a + b + c + d)-A = 80. 7,6 — 226 = 376 Klg. 

Fig. 159. 




^ ^^OA-ZßM, /•'- ^O* 



Bestimmt man sich Am^, Fig. 169, aus 

= Ai — qx, x = — ^, 



CaterBtübt« und belutet« Tr&ger, 
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dann findet man die Lage dea grössteii oberhalb der Achse liegenden 
positiven Momentes x = Am, = 2,81". 
Dieses Moment selbst ist nach 



= A,x- 



= 226-2,81 — 80 



2,61' 



während M« ^ q -^ 

Setzt mau, wie in Fig. 159 geschehen, beide Momentenkurven zu- 
sammen, dann erhält man die Momentenverteilung. 

In Rechnung zu ziehen bei gleicher Balkeustärke ist 
M„„ =^ 5300 + 290 = 5590 Klgmeter. 

Zählt man beide Auflager 225 und 2650 zusammen, dann folgt 
A = 2876 Klg. Das Moment in 2" Etitf. wird dann unmittelbar 

M. = 2875 . 2 — 80 -|- = 5590 Klgmeter 



i grösste Trägermoment. 



Die Guldin'sche Regel. 



^^P Eine sehr interessante Anwendung des Scliwer^iunktes , welche sich 
^^ra die Berechnung von Flächen- und Körperinhalten bezielit, stammt 
von Guldin. 

Dif Regel lautet: 

Der Inhalt einer von einer Erzeugungslinie, deren Länge 1, ent- 
standenen Umdrehungsääche ist gleich dem Produkt der Linienlänge mit 
dem Weg \. den der Schwerpunkt der Linie bei der Bewegung beachi'eibt 

F = U (64) 

Der Inhalt eines von einer Erzengungsfläche f entstandenen Um- 
drehungxkörpers findet sich aus dem Produkt der Fläche mit dem Scbwer- 

rtevreg derselben. 
V = fX (Ma) 
Beide Formeln kann man selbstredend auch auf geradlinige Schwer- 
punktswege beziehen. 

Bewegt sich eine Linie, Fig. 160, den Weg V entlang, so vitd die 
) des dort gezeichneten Bandes beschrieben; ein Cylinder entsteht, 
I mdi die Grundfläche, der Kreis f der Höhe X entlang bewegt, der 
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ringförmige Körper, Fig. 161, durch die Bewegung des Kreises um die 
Achse ab des Ringes. 

Flg. 160. Fig, 161. 






Beispiel: L Die schiefe zur Achse ab gestellte Linie 1 bewegt sich 
um diese Achse und beschreibt die Mantelfläche einer 
abgestumpften Pyramide. Die Mantelfläche ist 

F = 1.2pic. 

Danunp = -^i^, 1 = Vh* + (K — r)», so folgt 

F = (R + r) X 1 = (R + r) TC yh* + (R — r)*. 
Wenn r = R, erhält man den Cylindermantel 

F = 2 Rxl = 2 RtcL 
Wird r = 0, dann entsteht der Kegelmantel 

F = Rxl = RxyR« + h». 
Ein Zinkdach von h = 1" Höhe, 2 R = 3" unteren, 2 r = 1" oberen 
(lichten) Durchmesser wiegt wie viel, wenn das Zink zu 5^ = 2"" Stärke 
angenommen wird? Das spez. Gewicht des Zinkes ist a = 7,2, das ab- 
solute Gewicht des Daches nach Gl. 17 

G = «ya V = 1000 . 7,2 • V = 7200 V. 
Das Volumen ist 

V = * . F = * (R+r) X y h* + (R — r)* 
oder die Zahlen(metermasse) eingeführt, ist 

G = 7200 . 0,002 (1 ,6 + 0,6) • 3,14 /l + (1,5 — 0,6)* = 127 Klg. 

II. Es sei die Oberfläche eines 

Ringes mit halbkreisförmigem Querschnitt 

zu berechnen, Fig. 163. Die Länge des 

■" halbkreisförmigen Bogens, welcher sich um 

die 
die Achse ab dreht, ist 1 = -^, der Weg, 

den der Schwerpunkt S bei der Drehung 



\ 3^ 
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zurücklegt ^ = 2 giz, die Oberfläche 

p ist aber zusammengesetzt aus der Schwerpunktsentfemung des Bogens 
s = — (y) (S- Beisp. 16, S. 96) und aus D/2, 

g = —--\ , folglich wird 

Z IC 

F = dx»(| + A) = J^(^D + 2d). 

Wenn D = 0, dann erhält man die Oberfläche einer Kugel 

= Tcd* = 4r*TC. 
Fügt man die Oberfläche, Mantel, des inneren Cylinders TcDd (S. vor, 
Beisp.) hinzu, dann wird 

F=^(7cD-f2d) + xDd = TCd [d + (l + -J-) d1 

= 3,14 d(d + 2,57 D). 

IIL Es sei die Fläche einer 
aus zwei Halbkreisen zusammen- 
gesetzten Linie (wie in Fig. 164 
angegeben), welche sich um ab 
dreht, zu bestimmen. Gegeben 
sind die drei Durchmesser D, 
d, i' und ev. die Höhe H. 

Die letztere ist H=2R+2r, 
oder da 



Fig. 164. 



R = 



D — d 



r = 



d — * 



2 ' '" 2 
folgt für H = D — ^. 

Die Schwerpunktsentfemun- 
gen sind 



s = 



2R 



s, = 



2r 



TZ 



die Drehungshalbmesser der 
Schwerpunkte S und Si 

Ro=y — R + -^, 

5^ , 2r 

ro = Y + r-— -. 
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Die gesamte während der Drehung beschriebene Fläche 

F = — ö — 2 B,, IC H ö — 2 To IC oder 

F = 2 7C»(REo+rro), 
für B und r die Werte substituiert, 

— d , d — ?r 



= 2ic»[Ro- 



]. 



2 ' •» 2 
da nun Rg und Tq auf D, d, ^ zurückgeführt, sind 

«•=t[^-0-I)(^-4'<'=t[*+0-I>-4 

80 wird jetzt die Fläche F nach einiger Reduktion 

(a) F=ic j (D - d) [d + d (|- - l)] + (d-*) [^+d (y - l)]), 
oder 

F=3,14 j (D — d) [D + 0,67 d] + (d— *) [*+ 0,67 d] I, 

die Klammem gelöst und die Formel auf H zurückgeführt, folgt auch 

F =ic[ (D— ^) (D + *) — d (D — ^) (2 — J) j oder 

(b) F=icH [d +^— (2 — y) d] = 3,U H (D +* — 0,43 d). 





wg. 


165. 
3 




/^' 
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Die Formel (a) stellt zwei gleiche Flächen dar, Fig. 166 
(c) Fl = ic(D— d) [d + d (y— 1)] und Fig. 166 

(c,)F,= ;c(d-^)[?r+d(|- - 1)]. 

Fj wird F, gleich, wenn D = d, und fiir d, 5^ in F^ gesetzt wer- 
den; beide werden Eugeloberflächen, wenn in F^, d = 0; in der Formel 
für F|, ^ = gesetzt wird, man erhält 

Fl =tcD» bezw. F, =7cd«. 
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Setzt man in (a) ^ = 0, dann erhält man die Umdrehungsfläche, 
wie sie Fig. 167 im Durchschnitt darstellt 

F=.|(D_d)[D + d(f-l)]+d.[(|-0]l, 



Plir. 167. 




oder aiis (b) 
F = 3,14{(D — d)[D + 0,67d] + 0,57d«} = 3,14H(D — 0,43d) 
Aus den Formeln (c) und (c, ) lassen sich die Kugeloberflächen der 
in umstehender Figur zusammengestellten Halbkreisdurchschnitte aufstellen, 

P = «{(D-d)[D + d(|— l)] + (d,-^)[^+c[, (|~l)]). 

IV. Fig. 169 ist der Durchschnitt eines Ringes mit drei- 
eckigem Querschnitt; es soll das Volumen berechnet werden. Die 

ah 
Drehung der Fläche {=-^ findet um die Achse xx statt 



1^ 
3 



Die Entfernung des Schwerpunktes S von xx ist p = d/2 + -ö-a, 

^ Volumen 

2icah 



V = f.2p7c = 



(*^+t)='x(^+t»> 



Für d = wird, Fig. 170, V = ya»h 
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Diese Formel stellt einen Doppelkegel dar, Tca* ist die Grrund- 
fläche^ — die Höhe eines derselben; setzt man 2a = D, h = 2H, dann 

Fig. 168. 






Fig. 


169. 




A 


i< 




M 




4 




( ^ 1 


V 




t 


-^^ 








y :P 


— » 




erhält man 



H tcD» 



Ffg. 171. 



'-* 3 4 ' 
das doppelte Produkt der Grundfläche mal Vs Höhe. 

y. Das Volumen eines Ringes mit 
halbkreisförmigem Querschnitt, 
Fig. 171, zu finden. 

Der halbe Ereisquerschnitt ist 

^^V, der Schweipunktsweg 




■^ 



-3^ 




f = 



8 



X = 2()7C, somit der Inhalt 

V=2pic-g-. 

Der Schwerpunktsabstand von der Achse, der Radius p (S, S. 97, 
Beisp. 16), ist 



D 



D 



., (t) _ D 



f=T + '=T+*''^ = T + ''"¥ 
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substituiert man g, dann findet sich nach einiger Reduktion 

Setzt man D = 0, dann folgt der Kugelinhalt V = 

VL Das Volumen eines Ringes vom 
kreisförmigen Querschnitt, Fig. 172, ist 
wieder V = f2pTC. Der Querschnitt f 

ist, weil — ^ — der Durchmesser des 

Kreises, 



Tcd« 



Flg. 172. 






V = 2p«-j-( 

setzt man noch 



TC /D — d 




d , 1 D 
P = ^ + -ö- — 



2 ' 2 2 
ein, dann findet man nach einiger Reduktion 

V = -^(D«-d») (D-d) = ^(D-d)« (D + d). 



Flg. 178. 




32 

VIL Hat, wie Fig. 173 darstellt, der 
Bing einen elliptischen Querschnitt, 
dann verändert sich nur in voriger Formel 
der Querschnitt f, welcher bei der EUipse sich 
durch die Formel f=ab7C ausdrückt In 
dieser ist 

b = -^, a = -j-(D — d), somit, weil wieder 

p=-| + l(D-d), wd 

V= -7-0^ — d)-^7C'2TC — j — oder zusammengezogen, 

V=^h(D*-d«). 



Wenn h = 



16 
D — d 



, d. h. a = b, erhält man wieder den Kreisring. 



Für h = — , also h halb so hoch wie der Kreisring ausgeführt, er- 

4 
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hält man dns halbe Volumen des Kreisriiiges 




V = 



■ (D - d)» (D + d). 



Vin. Es stellt Fig. 174 einen Ringqueraclmitt dar, welchen wir ti 
s vier Farabelflächen zusammeugesetzt denken wollen. Der Flüchl 




, so wild das Ringvolmuen 



inhalt eines solchen Parabelviertels ist bekauntlicli % ab, somit der Bid 
qaerschnitt f = 4 ■ */, ab. 

Da nun a = V* (D — d), b ^ hß und p wieder 

„ - D-j-d . 2 h 1 .- ,, - 
V = 2-K 1 4 . -^ -^ -^ (D — d) oder 

V=-l-Tcb(D*-d*). 

Wii-d der Querschnitt so angeordnet, dasa in den beiden : 
aseinander stoesenden Parabeln 

, D — d . , 



also leichter wie e 

Flu- iJi, 




-J"), 

Kreisring mit gleichen Hauptdimensionen, 

IX. Wählt man, Fig. 175, den halben 

Bingquwschnitt der vorigen Figur, also zwei 

i> X ^t^^■ u r o^hD — d 
rarabeluachen, f^Z--^-^ ii~~i 

und berückgichtigt, dass der Sohwerpunktsab- 
staud 

3 2 2 D — d D— i 

B = a— ^a = -^a = -— ^— =_— I 

(S. S. 98, Beisp. 18. x„ = \ x = Vj a 



Die Galdin'tche Bc^l. 



I wird der Ringinhalt 



men eines i an 




er Inhalt zweier Situmpf aneinander 
fitoEsenden Paraboloide die gleichen Bezeichnungen D und h beibe- 
halten, ist aber 



I 

^^V X. Vergleichun, 
Tolamina unter sich. 
A. Es seien für D ^ 

5- — , tlie Ringgewichte 



--4"(4)"^-l-. 



2 ''Ki^ 2 
wiedtT h = D, so folgt 

der verschiedenen vorstebenden Ring- 



1,00", d 
in den 



0,6", h = 0,l resp. h = 0,2" = 
len 6, 7, 8 zu berechnen, wenn 
2 sein möge, zu Omnde 



ein steinernes Material, dessen spez. Gewicht 
gelegt wird. 

Das Volumen des Kreisringes (mit kreisförmigem Querschnitt, Bei- 
spiel 6) ist 



-d) = 



(1_0,6*) (1—0,6) ^ 0,08 Kubm., 



da« Gewicht des Steinringea 

G = 1000 öV = 1000 . 2 . 0,08 = 2000 ■ 0,08 = 160 Klg. 
Daß Volumen des Ringes mit elliptischem Querschnitt, BeiBpiel 7, 
»enn li^sOjl" angenommen wird 

ds* Gewidlt, halb 80 schwer wie der Kreisring 

G — 2000 ■ 0,04 = 80 Klg. 



-0,1(1 — O.eijss 0,04, 
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Der Bing mit parabelförmigem Querschnitt, Beispiel 8, wiegt, wenn 
h = 0,l, 

G = 2000.4-ic-h(D» — d») = 2000 ^4^0,1 (1—0,6») 

= 2000 . 0,033 = 66 Klg., 
ist also leichter wie der elliptische Ring bei gleichen Hauptdimensionen, 
nimmt man h = 0,2, dann findet man G = 2000 • 0,067 = 134 Klg. 

B* Vergleicht man die beiden Binge in Beisp. 5 und 9 miteinander 
und nimmt, um gleiche Hauptdimensionen zu erlangen, in Beisp. 6^ 
D = 0,6, d = 0,2, dann erhält man 

^^* (7cD + 4d) = 0,063; 



V = 



24 



G = 2000 . 0,063 = 106 Klg. 
In Beisp. 9, D = l, d = 0,6, h = 0,2 gesetzt, ergiebt sich 

V = ^h(D — d) (2D + 3d) = 0,043, somit 

G = 2000. 0,043 = 86 Klg. 
C. Einer Vergleichung der beiden Parabelvolumina, Fig. 176 mit 

dem Kugelvolumen V = ^ , wenn man in ersteren h = D annimmt, 

D 

ergiebt die Inhalte: 

Kugel V = -^ D» = 0,62 D», 

Parabelwulste, Fig. 176, V = 4^" D* = 0,42 D», 



16 



TZ 



Paraboloid, V = -^ D» = 0,39 DK 



8 




der Schwerpunktsabstand'*') s = Vs 



XI. Das Volumen eines Ringes aus 
der Umdrehung einer Trapezfläche, 
Fig. 177, um eine Achse zu finden. 

Die Umdrehungsfläche ist F = — ^ — h, 

der Umdrehungshalbmesser p = d/2 -|- s, 

b« + a* + ab 



a + b 



*) Den Sohwerpunktsabstand s findet man, wenn wir das Trapei in ein Drei- 
eck fj = , und in ein Rechteck f, = bh zerlegen. Die Entfernungen 
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das Volumen 

V = F.,, = ±±A,,4.,.i^±^ + 4-] oder 

V = hit[-|-(a + b) + V.(b' + a' + ab)] W 

Setzt man a ^ b, so eriiSJt man das Volumen eineB Bingee mit 
rechteckigem Querschuitt 

«f. 17». Fl«. ISO. 




V = bhjc(d + b). 



(e) 



Wenn b = 0, dann erhält der Ring dreieckigen Querschnitt 
(S. S. 142, Fig. 169 und 170) und es resultiert dieselbe Formel wie oben 
S. 141, 

V = -^(d+'/,a) (f) 

Wenn d = 0, so entsteht ein gerader abgestumpfter Kegel, 
Kg. 180, 



für b = 0, der gerade Kegel 



(är a^b der Gylinder 



(0 



dmr Soliwefpiuikte der TeUflOaben f, U "ütd ^ 



pmiktigläcliuiig 

'i*i + fi^ ^ bF, hierkne dei Abatand s, 
(a-b)b r.. ■ *-b1 . b^^ 
— 2— [t' + -^j + T^'' v + ab+a» 
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Fig. 181. 




Führt man in vorstehende Fonnehi die 
Bezeichnungen der Fig. 181 ein, und setzt 

b— 2 ' *— 2 ' 

dann erhält man für den Ring mit tra- 
pezförmigem Querschnitt 



Tch 



(d,) V = ^(^* + ^D + D»-3d»j. 

Für ein Rechteck im Querschnitt, D = ^, 
(e,) v = ^(D«-d«). 

Für ein Dreieck im Querschnitt, 5^ = d, 

(fi) 



V = ^(D-d)(D+2d) = ^(D»+dD-2d«). 



Wird d = in GL (d^), so entsteht der abgestumpfte Kegel, 

(g,) V = -|^(*« + D^ + D»); 

wenn hierin ^^0, der gerade Kegel,- 



^'^ - 12 " - 3 4 

für 5^ = D in (gj) gesetzt, der Cylinder, 

Ol) ..... V = — ^- = -^h. 



Grundgesetze der Beibmig. 

Wir sind genötigt, imi die weiter unten folgenden Anwendungen und 
Erweiterungen der vorstehenden Grundsätze ausführlicher behandeln zu 
können, ein Kapitel einzuschalten, welches uns Au&chluss geben soll über 
das Wesen der Hindemisse, Widerstände, die sich einer etwaigen Be- 
wegung entgegen stellen, wenn das Gleichgewicht aufgehoben wird, oder 
besser gesagt, aufgehoben werden soll durch eine Kraftwirkung. — 

Ein Körper kann, wenn er in Bewegung ist, diux;h eine unmittelbare 
Kraftwirkung, welche direkt auf ihn emwirkt, zurückgehalten weiden, der 
sich bewegende Körper muss diese Kraa mit überwinden und die eigent- 
Uche bewegende Kraft ist dann die Differenz beider. Ausserdem kann 
ein sich bewegender Körper indirekt zurückgehalten werden, indem er 
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1 dem Mttlerial, welches ihn uingiebt, oder auf welcliem er sich bewegt, 
einen Widerstand findet; die Ki'aft des letzteren wirkt selbstredend der 
treilwiiden auch eutgegen, die Bestimmuiig derselben ist aber oft mit 
Schwierigkeiten verbunden, denn sie kann momentan grösser oder kleiner 
werden, je nach der Überfliiche, Beschaffenheit des Köqiers, oder der den 
Körper einschUessenclen Materie, oder der Beschaffenheit des Materials, 
auf dem sich der Köiper bewegt. Man nennt sie Reibung, KeibungB- 
widei'stand. Widerstand. Sie kann wie gesagt hindernd sein, aber 
auch zur Ursache der Bewegung werden, — 

Eine freie Bewegung würde die im luitleeren Baume sein, denn selbst 
die Luft wirkt schon hindernd auf den Körper ein, ebenso das Wasser, 
nodi mehr al)er eine Unterlage, aufweiche der Körper sich bewegen soll, 
ob dieses eine gerade Ebene oder ob sie gekrümmt wie hei emem Zapfen 
ist, bleibt sich gleich, bei der rollenden Bewegung ist die Reibung wohl 
geringer als wenn der Körper gleitet oder rutscht, immerhin aber iÜhl- 
bar vorhanden. 

Es wurde uns Schwierigkeiten venu-sachen, einen glatten Berg hinauf 

zn steigen, wenn keine Reibung vorhanden, ebenso wirkt die Reibung als 

Bewe^ungsursache zwischen den Eisenbahnwagen und den Schienen. — 

In was besteht nun das Wesen der Reibung, wie kommt es, dass 

zwei aufeinander hegende Körper zwischen den Berührungsflächen eine 

Kraftanstrengung zur Bewegung nötig haben? Jedenfalls weil ilu'e Obej:- 

flächen rauh sind, weil sie Erhöhungen und Vertiefungen haben, die gleich- 

aam sägeartig ineinander greifen ; je stärker diese sägeartigen Erhöhungen 

aufainander gepreast werden, dmch eine äussere Ki-aft oder durch das 

Körpergewicht, um so mehi- Kraft (Reibungswiderstand) gehört dazu, sie 

mseiüg zu vei-schiehen. 

Es seien A und Q zwei sich berülirende KÖq>er. Q soll auf A ver- 

ifaoben werden, hierbei wird Q von einer Kraft oder seinem eigenen Ge- 

iht Q Klg. auf A gepresst; die Ober- ^^^ jg„ 

jhen der Berührungsebenen ab und 

, die gerade oder krumm, gebogen [ Q 

können, sind so rauh, dass die c 

AShougen und \'ertiefungen gegen- 

pti|; besonders merklich sind. 

In was besteht nun die eigentliche Verechicbung oder Bewegung von 
l auf Ä? Offenbar in einer immerwährenden Hebung der Last Q über 
8 einzelne Hindernis hinweg. Kuben die Hindernisse einzeln die Hivhen 
I bf bj I14 . . . ., dann ist die .^rbeitsleistinig , welche während der Be- 





IM) Ontndgeaetxe der Bmbnng. 

wegnng tdd Q anf A ausgeübt werden muss. 

Qh, + Qh, +Qb, +Qi, + . . . . =Q(h, +h, +h, + . . . .). 

Nennen wii' die tlieser Arbeit entsprechende Zugkraft P und s 
Weg, beide durch den Schwerpunkt gedacht, auf welchem entlang 
Körper befördert werden soll, so steht der obigen -Vrbeit die durch 
dargestellte gegenüber, und muss (Jleichgewicht stattünden, wenn 
(a) . . . . Q(li, + li,+h, + ....) = P. 
oder die Bezeichnung eingeführt: 

h. +h.+h, +h.-|-....Sh, 
(b) Q2b=Ps. 

Für die praktischen Anwendungen ist es mm bequemer P ahbiingig 
i.'on Q auszudrücken. Setzen nir darum 

(<») r = 9<! 

imd nennen 9 den Reibungskoefficient. das ist eine Zaid, welche an- 
geben soll, um nieriel P grösser oder kleiner als Q ist; dann folgt, PtO 
Gl. (b) ehigesetzt, 

Q2h = 9Q8 oder 

Sh = s9, hieraus findet sich 
2h 



I 

an- 



(c) 

Füi- eine Weglänge 3=1 ist hiernach der Reibungskoeffidi'iit der 
Summe der Erhöhungen gleichzusetzen, nämlich 
(06) <p = 2h. 

Wir nennen nun eine Fläche glatt, als Gegensatz zu einer rauhen 
Oberfläche, wenn wir keine oder kaum merkhche Erliöhungen und Ver- 
tiefungen durch das Gesicht oder da& Geftilil mit der Hand wahmehmeii. 
Wüi-deii wir selbst bei den glattesten Oberflächen ein Mikroskop zu Hülfe 
nehmen, dann düi-ften wir uns doch nocli von Unebeuheiteu überzeuget), 
die schon eine genügende Ursache zu Reibungs widerständen abgehen. 

In Gl. 66 haben wir von der Reibungsfläche ganz abgesehen, 
diese unabhängig von der Grösse des Reibungswidei'stajides ist Die s 
baren oder »meichtbaren Unebenheiten sind in der Längsrichtong | 
Weges gedacht, der die Reibung erzeugende Druck ist immer der 
bei grosser Fläche verteilt er sich, bei kleiner kouzentriert er sich, in li 
teren Falle wird die Fläche mehr aushalten müssen, stärker beim 
abgerieben werden als im ersteren. Manche Köi-por haften (adheri^ 



*) Vergleicht ma.a einen Bienenit&chel mit einer gnten Ißhnadel, dai 
unter dem Mikroskop die letitere gegenüber dem Bienenstachel muh i 
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(nch stSrltLT aiii-iiiandi^r, hiei' ist der ReibuDgswidei-ütand grösser, beson- 
die Körper erst aus dem Rixhezustand in Bewegung gesetzt 
werdeu. Ist tilierhaupt ein Körper erst in Bewegung, dann tj^gt seine 
Masse, die ihn, uni den Ausdruck m gebrauchen, im Schwung erhält, ein 
Wesentliches zur Überwindung der Widerstände mit bei. Man unter- 
scheidet darum auch Ileihungder Ruhe und Bewegung, 

Je nach der Lage der Fasern, namentlich \n-i Holz, ist der zu 
ilbenrindnnde Widerstand, wie leicht einzuHehen, grösser oder geringer, 
man unterecheidet gewöhnhch geki'euzte (#) oder gleich oder parallel- 
^^iifeude ( , =) Fasern. — 

^^^ Wir kennen nur ein Mittel, um die Reibung zu veningem, aber niclit 

^^L beseitigen, das ist, dass wir die Vertieiiingen zn-ischen den sich be- 

^^regenden Oberflächen mit einer Flüssigkeit ausiiillen, schmieren, ölen, 

mit Wasser, Seife, Fett, öl, je nach dem Material der ReibungsHächen. 

Eine Flüssigkeit lässt sich nicht zusammendrücken, ein Entweichen seit- 

^riUi ist wdiiiger denkbar, weil verschiedene direkte BerUhniiigen immer- 

^Bfe einen geschlossenen Flüssigkeitsraum veranlassen, man bat also bei 

^^■r Bewegung mehr die Flüssigkeitsteile zu trennen, wodurch die Über- 

^^■bduDg der Reibung wesentlich erleichtert wird. — Die Arbeit, welche 

^Hrei aufeinander gleitende Köqwr. gleitende Reibung, benötigen, 

^^pilBt sich allerdings auch noch dadurch verringern, dass man zwischen 

den Berührungsflächen, Rollen, Walzen einschiebt Dadurch entsteht 

aber nur eine andere Art der Reibung, die rollende, Wälzungsreibung, 

welche dnesteils wieder abhängig ist von der übertlächenbeschaffenheit 

»wälzenden Körper, anderenteils aber auch vom Rollenduiflimesser. 
(deiner eine solche Walze, um so 
BOT wird der Widerstand, hohe Wal- 
beispielsweise hohe Wagenräder bei 
^, erleichteiTi den Betrieb. 
Einen Körper wälzen, rollen, hcisst 
lim auf einer sogenannten glatten oder 
unebenen l'ntertagf um seine Scbwer- 
iachse drehend fortbewegen, ohne 
I er gleitet, rutscht. 

Der Körper habe selbst Erhohun- 

1 oder Vertiefungen von der Grösse 

' (im Mittel) auf seiner Oberfläche, 

wollen wir annehuien, Fig. 183, 

I vor einer Unebenheit, Erhöhung der Unterlage; damit er nun 



I 
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voQ der Kraft P am Hebelarm a -)- hj weiter gerollt werdtii kaoii, 
das Moment Gm, wenn G das im Schwerpunkt angreifende Gewicht ist 
überwunden werden. Je geringer die Unebenheiten der Unterlage, um so 
kleiner wii-d m, um so mehr fällt (bei ruhenden Körper) die Richtung 
der Kraft G durch n. 

Die Gleichgewicbtsbedingung um n als Drehpunkt ist also 
(d) P(a + b,) = Gra. 

Damit kein Rutschen entetebt, muss. abgesehen von der i 
Richtung on, die wir bei den angenommen sehr kleinen Erhöhuugen y 
nachlässigen wollen, 

9 < -J (S. Gl. 66) d. h. P > G<p sein. 

Hierin sei 9 der enteprecltende Raibungskoe£Gcient, gleichlautend i 
der Gl. 65. 

P soll also nicht allein den Körper über die Unebenheiten hinw 
heben, den Körper aus dem stabilen in den labilen Zustand und wieder-' 
in den stabilen u. s. w. vei-aetzen, sondern P soll zugleich auch verhin- 
dern, dass der Körper nicht nitscht; ist dies der Fall, dann findet eine 
Drehung um o nach Ünks oder )mm Abrutschen bei n eine Drehung ma- 
o nach rechts statt. 

Würde P^G^, dann müsstc Gleiten stattfinden, es muss also t 
dies zu vermeiden, luu die Reibung zu vergrössem, damit, wie oben 1 
gedeutet, kein Abrutschen stattfinden kann, P ^ G9 sein. Um nun d 
Ungleichheit zu lermeiden, -setzen wii- 

(e) P — c ^= G9 oder P :^ G9 -|- c 

imd denken uns c als eine beüebige Zahl, Ak event. auch ein Bruch i 
kann, durch wetclie aber P jedenfalls grösser als G9 wird. 

Soll nun ein Fortbewegon stattfinden im Sinne der Wäkung ohi 
Rutschen, so muss den beiden Bedingungen (d) und (c) Genüge geletst 
werden, d. h. es muss sein 

Gm + G9 = P (a -f b,) + P — c oder 
G(m + 9) + o 
a + b, 4-1 • 

a kann immer abhängig von D dai'gestellt werden vom Walzendui 
messer, a^i^^i ^^^ miui dies ein, dann wird 
G(m + y) + c 

4iD + b, + 1 ■ 

Die Werthc m, hj und c lassen sich aber nur auf dem Wege i 
Messung und durch die Erfehi-ung sclUiessUch festsetzen; es ist dies a 



m 
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(67) 



mso wenig genau möglich, wie die Abmessungen der obigen ErhÖliungen 
"bei der Gleitung. Begnügen wir una darum mit einer Annäherung, und 
nehmen eine vollständig glntte Rolle an, und eine vollständige ebene 
Unterlage, so dass an der Orenze angelangt, wii' m = hj = setzen 
dürfen: dann müssen wii-, um auch c zu umgehen, dafiii- den Zähler des 
Bruches direkt proportional von P ausdrücken und wollen ihn setzen G^i. 
wenn 9, ein auch auf dem Wege der ErfaJirang zu bestimmender Koef- 

(ieot ist, der Keibungskoefficient, eigenthch Widerstandskoef- 
eient für Wälzung. Wir erhalten dann 
_ Gy. _ G91 
^U+1 ä+1 
Für eine gusBeiseme Walze von D = 200"" Durchmesser und 4 = 0,6, 
e!che auf einer gusseisemen Unterlage foitgerollt werden soll, sei das 
Gewicht G^ 1000 Klg., die Erhöhungen, Unebenheiten ergäben ni;= Vio"'t 
hj ^ '/io"° ^^^ es sei die Kraft P=; 25 Klg, . um ohne Kutschen eine 

IWalKung auszufiilu-en, dann würde nach (f) sein 
[ 2 5- 1000(0,1 -t-0,15) + c 

' ' '0',6- 200 + 0,1 + 1 ' 

««nii der (gleitende) ReibungskoefBcient (p =^ 0,15. Hieraus folgt c ^^ 53. 
P inuss also, damit kein Rutschen stattfindet, gleich um 63 Klg. ge- 
ringer als beim Gleiten vorausgesetzt werden. 

K H«=h Gl. 67 wü,de ,,=lM_±iI = A^ = 0,3 «»n. 

^r Je tiefer der Angriffspunkt der Kraft P hegt, je kleiner 9, um so 
mehr nähert sich die Formel (67) dem Gleitungswert, um so fiiiher ist 
«du <ileiten möghch, ein Rollen schwerer. Für 9 = wird P^G9,. 

Ewäre allerdings für 9, der obige Koefficient 9 zurückzusetzen. 
enn P in S angreift, dann wird \(j = 1 und 
I 
, 



(67a) 

in die 



B + l 

Der Fall, dass c negativ wird in (f) kann auch eintreten, 
mg gleichsam künstUch verstärkt werden muss, damit ein Rollen 
'Vtatt&nden kann. Soll beispielsweise eine Walze zu einer steilen Wand 
hinauigerollt werden und greift P in s an, dann muss event. noch ein 
be84)nderer Reibimgsdruck stattfinden, damit kein Rutschen eintritt und 
das Bollou möghch wird. 

Eliminiert man P aus Gl. d uud e, dann findet man 

Gm 

-----=:G9+c. 
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Fig. 1S4. 




Wenn jetzt m = 0, d. h. für eine absolut glatte Unterlage ist, so folgt 
c = — 69, mithin P = nach Gl. e. In diesem Augenblick findet stets 
ein Kutschen statt. 

In Fig. 184 greift P senkrecht, (p i. d. Fig.) parallel 
zur Lastrichtung G an. Ist wiedef n Drehpunkt, 
m der Hebelann der Walze, an welchem das Ge- 
wicht G derselben einer Drehung, RoUung um n dem 
Moment Pb das Gleichgewicht hält, dann ist zu- 
nächst 

Pb = Gm. 

m ist wieder abhängig von den Erhöhungen der Unter- 
lage, der Wälzungsbasis, bezw. von dem Winkel a, 
also nach Gl. c, S. 150 für den zurückgelegten Weg 
s = 1 von Sh. Zur Sicherung gegen Kutschen in n 

setzen wir wieder, um zu einer indirekten Bestimmung von m zu gelangen, 

p 

wie oben 9 <C tt bezw. 

Cr 

P = G9 -|- c und erhalten durch Addition beider Gl. 

V — a (°^ + 9) + c^ 
b + 1 " • 

Wenn wieder m = 0, c = 0, b = K, so folgt 

p_ G9i 
K + 1 • 

Es seien A, B zwei Körper, 
^ A soll durch die Walze W auf 

B fortgerollt werden. In A wirkt 

>/ I / — <y^jP die Kraft P. Auf B ruhen die 

"■'^^ Gewichte G imd Q, auf W das 

Gewicht Q. 

Sind h, die mittleren Er- 
höhungen der Walze W, dessen 
Durchmesser D, dann tritt Gleich- 
gewicht ein, wenn unter den 
gleichen Umständen wie oben 
P(D + hO = (G + Q)m. 
Um bei n und n, ein Rut- 
schen zu vermeiden, niuss hier die Keibung gross genug werden; wir 
setzen darum wieder P = (G + Q) 9, + Q9,, -f c,, 
9, und 9,, seien die KeibungskoeflScienten bei n und n,, c, eine Zahl > 0. 



(67 b) 



Fig. 1S5. 




^^P Grandgesetap der RaiboBg. 1S5 

^^^ Die Addition liefert 

I' (1) + h. + 1) = Q (m + <p, + T.,) + G (in + ?,) + o,. 
und wir erhalten fiir 

kp _ Q(m + y, + <p„) + G(m4-9.) + c, 
^~ D + h, + l - ■ ■ ■ ■ iS) 

Anch hier werden wir wieder bestrebt sein, die Widerstände so klein 
möglich zu gestalten, richtiger gesagt, die Bearbeitung der Reibungs- 
HSchen so gtit wie möglich herzusteUen, dann dürfen wir auf dieser Grenze 
angelangt, selxen m ^ 0, h, ^ 0, c, = 0, erhalten 

'^- iJ+T '*"' 

Je kleiner die Last Q, um so näher wiixl, Ot. 67a, 

P^TTTT <"") 

Für D =^ tritt Gleiten ein. Vernachlässigt man das Eigeiigev,icbt 
der Walze, dann folgt 

^ -^r+i~ (68^> 

Setzt man 9, + 9,, ^ 9 und D = 0, so wird P = Q9, die Kraft 
fnr Gleiten. 

Die Kestinuniuig der Koefficienten nach der idealen Gleichung c ist 
(iffetibiir, wie schon angedeutet, mit grnssen Schwierigkeiten verbunden, 
in den meisten Fällen kaum mnglicli, Man schlagt darum in den An- 
wendungen den Versuclisweg ein, indem mau P immittelbar durch Ge- 
wichte für vei-schiedeue Kiirper, iKler 9 mit Hülfe des sog. Reibungs- 
«iukels l>estimmt. 

Man findet beispielsweise fiii- eine mit einer Walze von D = 20"" 
DnrchmesscT zu rollende Last von Q = 1200 Klg., eine Kraft von 
3 Vi Klg., dann wären nach Gl. 68 a 

f ■ + »" = — Q — = T2or- = °'''"- 

W^iu-den wir gleiche Körperbeschaffenheit oberhalb und unterhalb der 
^^f«he voraussetzen 

^^P 9, = 9„. dann folgt 

^M 9, = 9„ = 0,0306. 

^^^ Nadi unserer obigen Anschauung, Gl. v, würden liir einen Weg von 
^^^^ t"' die Summe der Erliöhuugen O.OSOö"'", itder wenn D in Müli- 
^^bCer auf s=; 1°"", Sh = 0.306"° betragen, genau im letzteren Fall 

■ ä (»■ + f..) = i ^°',aoS^ = i 0,59 = 0,296- . 
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Hierbei haben wir die Anzahl , Steigung, Gestalt der Erhöhungen 
noch ganz unberücksichtigt gelassen, weil sie für uns unmessbare Grössen 
sind. Nehmen wir 10 Erhöhungen pro Millim., dann ist die Höhe einer 



im Durchschnitt 

Fig. 186. 

Q 



0,3 
10 



= 0,03 



Flg. 1S7. 



JV/.'W/M'JV/'/l'iUWMMV 



i 



i 



ET 







Die direkte Messung der Kraft, wie Fig. 186 andeutet, liefert nicht 
so genaue zuverlässige Resultate, wegen der Rollenleitung a, deren Wider- 
stände mit in Rücksicht gezogen werden müssen, wie die Bestimmung 
des Reibungswinkels, Fig. 187. 

Auf einem horizontalen Brett ab ist chamierartig in a die verstell- 
bare schiefe Ebene ac befestigt Q ist die gleitende (oder rollende) Last 
welche sich in die Seitenkräfte p = Qsin(x, q = Qcosa zerlegt. 

Ist nun a der Winkel, bei welchem gerade das Gleiten (oder Rdlen) 
beginnt, dann muss man eine entgegengesetzte Kraft p anwenden, um 
mit der Reibung des senkrechten Druckes q das Gleichgewicht herzu- 
stellen, um Q am Heruntergleiten zu hindern, so dass, nach GL 85 

p = 9 • q, bezw. obige Werte eingesetzt, 
Q sin a = 9Q cos a wird. 

Letzte Beziehung liefert 

(69) © = = tg ou 

Trägt man sich auf den Gradbogen cd, Fig. 187, die Tangente des 
Winkels a auf, dann braucht man für alle praktischen Fälle nur eine 
Einstellung, um den Widerstandskoeffident 9 gleich ablesen zu können; 
man hat nur nötig, die Platte ac zur Aufiiahme aller vorkommenden Ver- 
suchskörper einzurichten. — 

Bei Bestimmung der Reibungskoefißcienten der rollenden Reibung 
haben wir MiUimeter zu Grunde gelegt, für die dort in den Formeln ent* 
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tmltenen Langen bezw. Durchmesser ett. Die Formeln selbst reduciert 
man noch weiter uml setzt: 

Fig. 183, 184 iu den Gl. 67, 67a ujid 67h, 

»P„ 69, p_ G9, p_ «9, 
Fig. 185 in den Gl. 68, 68a, 
p_ Q(9. + y») + G9> „_ Q(9, + 9») 
D ' 



P = - 



(70) 



(70a) 



Die Werte der ReibungskoeiBcienteii siud in den unten folgendem 
Tabellen enthalten. — 

Gleitet ein hohler Cylinder, Zapfeuhülee, auf "« '^ 

einetn votleii Fig. 188, dessen Durchmesser d, so 
entsteht während der Drehung desKörpere A um 
den sog. Zapfen d der Zapfenreibungswider- 
stand. Zur Überwindung der Gleitiuig an der 
Obeidäche den Zapfens hat man die Krall (nach 
GL 65) nötig P = 9Q, wenn Q das Gewicht von A. 

BeiderBeitig mit dem Ualbmesser des Zapfens -^- 

multipliciert folgt -n-P^= 9Q -^; dieses Moment 

i«t nl)er erforderlich, uni den Körper A um den 
Zapfen zu tlrehen. um wenigstens die Reibungs wider- 
stände zu iiliei'K'iuden, welche bei der Drehung hier auftreten ; da nun auch 

;.- P ^ Rp, so folgt dus Zapfenreibuugsmoment 

».-<!». |. (") 

wenn d der Zapfendurchmesser und 9^ der Reihungakoefficient, be- 
aondera für Zapfeureibung, durch Versuche zu bestimmen, bedeutet 
Die Reihung eines senkrecht stehenden Zapfens, Stützzapfen (Fig. 189) ist 

gemiger als die eines hegenden Zapfens. Das Reihungsmoment eines 

Bokhun ist 




1.= *;,». Q 



(71 a) 



IVr Druck ruht auf der Basis, Stirnfläche, dem Stützkreis des Zapfens. 
Zerleg man den Kreia in lauter Dreiecke, so können wir uns den Angriffs- 
puiltt des Moment*!3 in den Schwerpunkten der sämtlichen Dreiecke ver- 
legt duuken, also in */, -0-. In a ist das Moment Nidl, in b am grÖseteii. 



Ornndguetie der Rnbung. 



Auch der Gleitungsviderstand der Zapienreibung läest sich durch 
Vennittelung von Walzen WW, Fig. 190, die in Zapfen gelagert sind. 




vermindern, indem man den BetriebBzapfen A, dessen Reibung man ver- 
mindern will, auf die Umfange der Walzen lagert. 

Der Z^fendruck Q des Zapfens A pflanzt sich in der Richtung des 
/ a fort und verteilt sich zur Hälfte auf jede Walze. 

Q/2 



(a) 



Es folgt durch Zerlegung - 

Q,= 



= COS a und 



2 cos a 

Die Walzen W, deren Halbmesser R, und ZapfendurchmesBer di he- 
rühren den Betriebszapfen A in n und nj. Indem sidi A infolge dieser 
Auflager um seine Achse drehen musB, versetzt er durch die Vermitte- 
lung der Reibung in n und n, die Walzen in Drehung um ihre Zapfen- 

Wir verwandeln zuuäciist die Zapfenreibung in eine wälzende; fiir 
eine Walze, also für den Druck Q, ist nach der letzten der Gl. 70 das 
Wälzungsmoment PR^ Q,9, oder weilPR^pp,, p, s« die Kraft fflr 
eine Walze 
0>) PPi=Qi<l>i- 

Die Zapfenreibong einer der Walzen W ist-^ Q, 9, nach GL 71- 
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Dividiert man dieses Moment durch R^, dem Halbmesser der Walze, so ist 

Q p Qi 9o ^® Kraft am Umfeng in n oder n^ zum Betrieb der Walze. 

Dividiert man diese Kraft durch das Hebelverhältnis (hier Halbmesser- 

Verhältnis) /di\, dann erhalt man die Kraft am Ende des Hebels p, um 
die Zapfenreibung der einen Walze zu überwinden, nämUch 

^ — = -=r^ Qi ©A -z^ (d Durchm. d. Zapfens A.) 

p 2 ßi * ^" 2 p ^ 

Addieren wir zu dieser die obige Wälzungskraft für eine Walze Gl. b, 

_ Qi<Pi 

P 

2 



Pl = 



, dann erhält man die halbe Betriebskraft 



P = ^T^ + 



P RlP * 

Setzt man endlich Q^ aus (a) ein, dann wird 

Q <pi , 2-Q <po d d, 



p = 2 



2 cos a p 2 cos a pB.^ 2 2 
P ocosa V'»^ R, 2 2/' 



oder 



das Betriebsmoment ist 



"=-=^[-+t(4)(T)]- 



(72) 



Will man den Zapfendruck der Rollen W, 
deren Gewichte G pro Rolle sein mögen, noch in 
Rücksicht ziehen, dann findet man leicht: 

In obiger Fig. 190 soll die Reibung des 
Zapfens A vermindert werden, dadurch, dass man 
3m auf die Umfange grosser Walzen legt; in 
% 190 a ist A im Verhältnis zu den Friktions- 
Joflen W gross, die letzteren sind am Umfenge 
^ A verteilt gelagert Die Theorie ist hier die- 
^be wie oben (S. S. 168). Das Betriebsmoment 
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ist nach 61. 72, wenn man a = setzt 

(72b) .... M = pp = q((i>i+^A-|-); 

bei Vernachlässigung der Wälzungsreibung 9j = erhält man 

(T2c) .... M = p,-Q-g(4)(A). 

Bedenkt man, dass das ursprüngUche Zapfenreibungsmoment (GL 71) 
M = Q9o "ö" is*) so hat sich dasselbe nach GL 77c imi den Faktor -j^ 
vermindert, denn die Gl. 72c läast sich auch schreiben 



M 



^^° V 2 / B Bj 



Die Widerstände, welche ein Wagen der Bewegung entgegensetzt, 
bestehen aus Zapfen- und Wälzimgsreibung. 

Es seien G das Gewicht des Ba- 
des, Q die auf die Achsenzapfen des 
Bades wirkende Last, D, d Bad- und 
Zapfendurchmesser, Fig. 191. Das Mo- 
ment der Zapfenreibung ist. Gl. 71, 

M. = Q-2-9o- 

Das Moment um das Bad selbst 
fortzurollen. Gl. 70, 

M, = PB = G9i. 

Um die Last Q fortzurollen, be- 
nötigen wir nach Gl. 70 ein Mo- 
ment, 

M„ = PB = Q9i. 

Die Summe dieser drei Momente bildet das Betriebsmoment 

M = Mg -f- M, -f- Mb, nämUch 

= Q Y 9o + G<pi + Q<pi oder 




M 



(73) . . M = Q(<p»-f<p„A) + e9» = PB = P^, 



GmndgMetie der Reibnng. 
raus ist die Zugkraft 

ä Radgewich^ G = 






(73a) 

In den meisten Fällen wird das Radgewich^ G = gesetzt, veinach- 
IS^sigt. SelbstverBtändlich ist bei n Rädern das Moment nmal sn gross. 
Wenn ü =; dann folgt fiir die gewöhnlichen Fälle 

Ein besonderer Reibuiigswiderstand, die Bremsbandreibung, welche 
tneutlicli im Maschinenbau vielfach zur Anwendung kommt, sei hier 
noch erwähnt. Näher auf diese, sowie auf die Seil- und Ketten wider- 
stände und die Backenbremsen wenlen wir an geeigneter Stellr' in den 
HJjtwendungen zurückkonimen. 




Über eine Rolle A, Fig. 192, liegt ein Band BB, am besten von 
Eisen, welches in T befestigt ist und von der anderen Seite durch die 
Kraft t angezogen wird, Ilas Band liegt auf einer gewissen Bogenlänge 
1 auf den Umikng des Rades und hält vermöge seiner Rauheit, die wir 
hier voraussetzen wollen und die uns zu Gute kommt, das Rad an der 
Drehung zurück, so dass man vergeblich versucht, durch die Kraft P ain 
Halbmesser R eine Umdrehung zu bewerkstelligen. Die Drehung um die 
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Achse wird oflfenbar um so schwerer, einesteils je rauher das Band oder 
die KoIIe A ist, je mehr Erhöhungen, zahnartige Eingriffe, sich an den 
Oberflächen vorfinden, die die Drehung verhindern, andemteils je grösser 
der Umschlingungsbogen des Bandes ist, je mehr Windungen vorhanden 
sind, welche eben die Reibung vermehren. — Teilen wir uns die ganze 
Bogenlänge, auf welche das Band aufliegt, in eine grosse Anzahl gleicher 

Teile von der Länge — für den Badius p = 1, so wird, wenn keine Rei- 
bung vorhanden ist, für jeden Teil die Bremsbandkraft, Fig. 192 a, Pi = p, 
Pj = Pj, Pj = Pg . . . . sein. Findet aber auf jede der kleineren Längen 

— eine gleitende Reibimg statt, dann ist für dieselben, wenn 9 der Rei- 

bungskoefficient 

Pi = P + P9-^. P2 = Pi+Pi9 — . P8=P2 + P29— • 
Das heisst p^ muss imi so viel grösser als p sein, als die gleitende 
Reibung von p auf die kleine Länge — ausmacht; das gleiche gilt für 

P2 Ps • • • • 

Vorstehende Gleichungen lassen sich auch schreiben 

Pi = P (1 + 9 -f-). 

P2 = Pi (1 + 9 -^) ^nd pi eingesetzt, p« = p (l + 9 -~-) ^ 

Ps = P2 (1+9 -^) luid psj eingesetzt, Ps = P (l + 9 -^) "•s-^- 
Füi* den letzten Teilbogen gilt 

(a) T = t(l+9^)", 

weil fiir diesen p« schliesslich in die Ki'aft T imd füi* den ersten p in t 
übergeht*). 

Je melu' Teile wir annehmen, um so genauer sind die Beziehungen 
für p, P2 P2 

♦) Nehmen wir die Dififerenz zweier Kräfte pi — p oder pt — pi oder pi — pt 
80 klein, dass p» — p = ^p und — =^d^t «o würde folgen 3p = 9p?a oder 

T a 

-^ = 9?a. Hieraus 1 -^= j 9?«; aufgelöit folgt Ig.T — lgt = 9a, das iit 

t 

(T \ T 

— j = 9a bezw. e^ == — , wenn e = 2,718 die Bans der nat. Log. 
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Um nun die Formel fl+9 — ) fiirn = CO besser beurteilen zu 
können, zerlegen wir dieselbe mit Hülfe des binomischen Lehrsatzes 

(a + b)- = a- + na-'b + ^^^^ a»-'b»+^^l^=^if"^a-b»+... 
Wenn a = 1 imd b = 9 — , dann folgt aber 

oder auch 

und 

Lässt man jetzt n unendlich gross werden, dann erhält man 

Für 9a = 1 würde man erhalten 

0+T)" = ^+^+r2 + T:W+-- - = 2,7183... = e 

die Basis des natürUchen Logarithmens}'Btems. 
Da nun bekannüich allgemein 

a' = 1 + Ax + - -^~ + — — 7r~ö~ "f" • • • ^^^ fl^ A = x= 1 gesetzt, 

a = e resultiert, so folgt a = e, A = l und x = 9a gesetzt, 

. = e^=l + ,,+ Öf+-Ö^+.,.= (,+,i)".(b) 

Setzt man diese Beziehung in (a) ein, so erhält man 

T = te^==t 2,7188^ (74) 

Je grösser die Bogenaunage a und die Reibung 9, lun so grösser 
4e Bremskraft T. 

Wenn das Band auf den vierten Teil des UmfiEmges aufliegt, 
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« = -^ fiir de» Radius p ^ 1 , tinil wi'uu 9 ^ 0,30. so folgt 

T = t2,718*'''">"=t2,718W abg.. odn- 
T=vT718t=l,6öt. 

In der folgenden Tabelk' sind die Werte von e»* = 2,7l83i«' (tei| 
gewöhnlich in der Praxis vorkommenden Fälle enthalten. 

Man kann setzen 9 ^0,1 für Stahlband und schmiedeeiserne Rolle; 
9 = 0,2 fiir Stahlbiind auf eine gusseiseme Rolle; 9^0,3 für schmiedü- 
eisemes Band auf eine gusseiseme Rolle und 9 = 0,4 bis 0,6 für ! 
eisernes Band auf eine Holzrolle. 

Setzt man e*" = 2,7183»" = a, dann fol^t 

(74a) T = at 

und sind die Werte von a, wenn 



Relbang.koeff.9= 


J^ 


0.2 


0,3 1 0,4 0,5 J 


Vj des UmiangeB 


1,134 


1,286 


1,467 1,663 


*9 


'/, ,, 


1,170 


1,369 


1,602 1.876 


^^1 


•/. ,. „ 


1,233 


1,520 


1.8751 2,311 


^H 


';, , 


1.369 


1,875 


2.665 


3.511 


4JM 


'/, „ 


1,520 


2,311 


3,511 


5.352 


^9 


*/. » ,• 


1,602 


2.565 


4,111 


6.684 


lOjSU 


i Umwindimg 


1,875 


3.611 


6.584 


12.346 


23.14! 


2 


3,611 


12.346 


43.380 


162.420 


536.540 


3 


6,584 


43,380 


284.880 


1882.000 


12424.000 


■1 


12,346 


162,420 


1882.000 


23228.000 287840,000 


5 


23.142 


535,640 


12424.000 


287840,000 663720(1,000 


6 


43,380 


1882,000 


81646,000 


3541940.000 


153660000,00(1 



Soll nun Fig. 192a das Moment M = Qw gebremst werden, dann 
wirkt T am Halbmesser p Hnks, hingegen Q und t i'echtsdrehend «n 
ihren Hebelarmen, Man erhalt die Bedingungsgleichung 

(76) Tp = Qw+tp = M+tp. 

T 



Führt man aus 74t 
T und t entwickelt, 



einmal T = ta und dann t = - 



- ein, so f 



(76) 



p a — 1 



M l 



I ^ p a-1 p(a-r)' 
Ist das zu bi-emsende Moment M Klgmeter indirekt durch eine I 
wisse Pferdeatärke N und durch die Umdrehungen n pro Minute g 
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dann setzen wir in die letzten Gleichungen die S. 47, Gl. 35 aufgestellte 
Beziehung M = 716,2 — Klgmeter, und erhalten p in Meter, 



n 



^ 716,2 N a I 
pn a — 1 I 



t = 



716,2 N 
pn (a — 1) 



(76 a) 



Die wichtigsten Reibungskoefficienten. 

I. Gleitende Reibung. 



Reibende Körper 



Gusseisen auf Gusseisen oder 
Bronze 

Schmiedeisen auf Gusseisen 
oder Bronze .... 

Schmiedeisen — Schmied- 
eisen 

Bronze — Gusseisen . . 

Bronze — Schmiedeisen 

Bronze — Bn)nze . . . 



Stahl — Bronze und Eisen 



Gusseisen — Eiche . . . 



Eiche auf Eiche .... 



Holz auf Eiche 



• . • • 



Rindsleder — Eiche . . . 

Lederriemen — Eichentrom- 
meln 

Han&eil — Eiche . . . 



Lage der 
Fasern 



e 



^ 



■if 

II # 



... 






Leder flach 
hohe Kante 



# 



Zustand der Ober- 
flächen 



wenig fettig 

trocken 

{trocken 
wenig fettig 

trocken 
etwas fettig 

trocken 
j etwas fettig 
geschmiert 
trocken 
mit Wasser 
trockene Seife 
trocken 
trockene Seife 
trocken 
mit Wasser 
trocken 
trocken 
r trocken 
l mit Wasser 

trocken 
trocken 



Buhe 



Bewe- 



_g??8 



0,16 
0,19 



0,13 
0,22 



0,11 

0,66 

0,62 
0,44 
0,64 
0,71 
0,63 
0,61 
0,43 
0,79 

0,47 
0,80 



0.16 

* 

0,18 
0,44 

0,09 

0,16 

0,20 

0,15 

0,075 

0,49 

0,22 

0,19 

0,48 

0,16 

0,34 

0,25 

0,38 

0,33 
0,29 

0,27 
0,52 



Die wichtigelen Reibungikoeflicienten. 



Ijederriemeji — Gusseisen . 

Schiniedeiseii — Eiche . . 

Messing — Eiche . . . 
Rjndsledor als Kolbenhe- 

derung 

SchmiedeisCQ anfMuschelkalli 
Eiche auf MusciielliaUt . . 
Muschelkalii — Muschelliallc 
Mu8choll(a]k*) — Rogeiisteiii 
Rogeiistein — Muscliclliallt 
[togenstein — Kogeostein 
Bogenstein — Möi-tel . . 
Ziegelstein — Musdiellcallv 
Ziegelstein — Hogenstein . 



trocifen 
mit Wasser 




tiockeu 
tificken 



0,66 
0,11 
0,62 
0,62 
0,12 
0,42 
0,64 
0.70 
0.75 
0,75 
0.74 
0,74 
0,67 
0,67 



11. Zapfünrelbnni^kocrticieiileii. 



u,Zb 
0^» 

0,24 
0,38 
0,38 
0.67 
0.65 
0,64 

0,60 
0,^ 



Reibende Körper 



OuBseisen — Gusseiseii oder Bronze 

Schmiedeisen — Gusseiseii oder 

Broüze 

Bronze — Gusseiseii 

Bronze — Schmiedeiseii .... 
Bronze — Bronze 

(VuMseiseu — l*ockliolz .... 

Sdimiedeiseu — Pockholz . . . 
PockhoLt — I'ockliol/ 



*) Miucbelkalk und Rogenttein sind 
denen die Rcdbiiogsproben vorgenommen 
graDgend reptSMOtieren. 



( wenig fettig 0,14 

l geschmiert 0,17 

I wellig fettig 0,26 

\ gesclimiert 0,07 0,0 
geschmiert — 0,0 

etwas fettig bis 0,0 

trocken 0,10 

I fettig 0,10 

l geschmiert 0,07 y 

f fettig 0,1» 

l geschmiert 0,11 
geschmiert — 

zwei liemlich harte KalkiteiiinrtaB^] 
wurdeo, welche die andern SMbI 



wird perio- 
diicn er- 



rende 
tihn« 



Die wichtigsten l{«ibiing8koeflicieri1eii- 
UI. BoUende (wUxende) RelbnDg (Ro)lcii in Milliin.). 



Reibemle Körper 


Zustand d. Ober6ilcben Rabe 


»,B. 


wegung 


Stein — Stein und hai-tes Holz 




s 










•a, 


2 


m 1 5 








Wriches — hai-tes Holz . . . 






OR 










06 




Halte* — Hai-tes Holz . . . 






nri 




HfttlHs Holz und Eisen — Eisen- 




': 












0.« 


.. 0.5 


stein — Stein oder Holz . . 


je nach der Itauhett 
' ilM' Oliei* glatt 




5 


.. 2 








9. 


.. 1 


K 










H.^ .. Pfl««f*r 




s 


12 


.. 8 


^Km „ Kunstätrasgen . . 


im guten Zustand 


^ 


15 


.. 12 


B. „ 


im mittleren Zustand 


M 


25 


.. 15 


■l. .. J.njKlstnistti'n . . 


ausgefahien 


-3 
i 


40 


., 25 


■ 


ausgef. mit stai'keu 






■ 


Geleiseu 


50 


.. 40 


H| ROfi KinBilhilhliPvi kann man l/,.. 


bis V») 3er Last an 


Reibung ftlr 


Zaplea 


H nrauen recnoeD. 











Bei Lokomotiven V» bis '/^rn der Last. 
Beispiele (allgemein gehalten; besoodei'e Anwendungen weiter unten 
den betreffenden Kapiteln verteilt). 

!• Es soll ein Stein auf einer Steinunterlage geschleift werden; das 
nicht soll Q=3 1800 Klg. betragen. Nehmen wir 9=^0,75 Heibung, 
1 folgt nat-b Gl 66 P = 9Q = 0,75 ■ 1800 = 1350 Klg. 
Wenden wir Walzen im, Figur 185, lUid nehmen 9, ^ <p„ ^ 2, 
= 200" starke Holz- oder Steinwaken, dann folgt nach GL 70a 

tQ(?iH:^=1800?_i^^3GKlg., ev. im schlechtesten Fall 
1800 , 



P. 



200 



(3 + 3) = 81 Klg. 



Laden wir den Stein auf einen Wagen, dessen lliulei' ÖOO*" DurcJi- 

, 50™ Zaptenstärke und dessen Gewicht 500 Klg. ist. dann ist bei 

= 0,054 Zapfen, 9, = 10 Rollenreibung, nach Gl. 73b auf Holzlialin 

10^: 



*=1G.+-I) 



1800 + 500^ 
500 



(10 + ^0.054) = 52 Klg. 
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GrundgesetJEe der Reibung. 



Ist die Wälz-ungsbahii Steinbahii, und sinti die Walzen noch i 
daiin wäi-en diesL- voi-zuzielieu . P ^ 36 Klg. , im Hndereii Fall wohl i 
Wage Dbefbrdenii i g. 

II. Kill Mühlsteiu von 1,9" äussern, 0,38" Augendurchinesser, 0,S 
Höhe (S>täi-ke), dem spez. Gew. a = 2,2 wiegt 
/tc1,9' 7CÖ738» 



G = 1000 . 2, 



K'^T 



-) 0,38 = 1880 Klg. 



Soll dieser auf seiner Unterlage, Holz oder Stein, geschleift wei 
so eilordert dies eine grosse gleitende Reibung 69= \ bis '/^ G; 
massiger ist es, er wird gewälzt. Nehmen wir iin ungünstigsten FaÖ 
9i 1= 5, dann folgt, wenn der Angriflspunkt in der Radiuslnihe liegt, 
nach Gl. 70 

Mit dem Steinwagen*) mit 1" hohen Hüdem, SO"" Itiidzajifrnstä 
wird die Zugkraft nach Gl. 73b, wenn 9,^0,054, if^^^i, 



r 



G , 



-15 + 2)= 13 Klg. 



"R ^^"•^i-^Yi,- 500 
I1I> Das Zapfenreibunggmoment eines Schwungrades vun 1200 
Gewicht, 40'"" Zapfcndui-chmesser lieidcrseitig, ist nach Ol. 71 

M = G9o 2 =1200 -0.17--^^ 4080 Klgmeter. 
Ihiiigt man in dei' Entfernung 400"° vom Drehmittel eine Kurt 
an, dann hätte man mit -j- ,^ - 10 Klg. zu drücken, um das Kad ; 

drehen, um wenigstens die Zapfenreibung zu überwinden. 

IV. Es soll ein Oiissstück von 960 Klg, Gewicht auf einer eichei 
Unterlage init Hülfe einer Wiufle schleiffiid , gleitend herangezogen 1 
den. Feuchtet man die reibenden Eliichen niit Wasser an, dann ist j 
Zugkraft P = (pQ = 0,65 • 960 = 620 Klg. 

Zwei Mann zu je 15 Klg. Dnick. 400™ Kurbel-, lÖO™ Tromioelh 
nieseer gerechnet, benötigen hierzu eine Winde mit ca. Bfacber 1 
setüung, Gl. 32. 

tjw _ 620-160 
' nPk ~ 2-16-400 ' 

V. Zui' Beförderung eines Wagens mit 1,1* hohen Itüdenii ( 
ßadzapfenstiüke , Q:^ 1000 Klg. Gewicht auf Pflaster, ixt eine Kraikl 

*) Ein aolcher lierteht smt einer gekrOgiften Acliae mit zwei ßKderu, I 
der Bti^in eiugebfingt wird. 



Aus nPki = Qw, folgt i 



Hfach. 




Grundgeutze der Reibung. 
rHerlich, welche sich ergiebt aus 



+ -)=^(».-^-f+0-"-.; 



mgerähr dem 50. Teil der Last. 
VL Wie ftross ist die Zapfeiireibuiig der Bullenleituiig S. 67, wenn 
der Zapfendruck 693 Klg-, die Zapfenstürke 3'"*, der RoUendurchmesser 
Iß"". Das Reibungsniument iiacliGl. 71 ist, wenn q»,, = 0,14 aiigenom- 
men wird, 



M^ 693 -0,14. 



: 146 Klgctni. 



= 18 KL-, 



Hierdurch entsteht ein yei^rösaerter Zug im Seil i 
146 _ 146 

(+)" « 

Vn. Wie gross ist die Achsenkraft, hezw. das Heti-iehamoiuent der 
lifie zur Bewegung eines Wagens auf Schieuengeleisen , beispielsweise 
. Lauf kmlines , Krahtiwagens u. <lergl. Die Last mit Wagen soll 
■::= 4000 Klg. betragen ; die Radei'durclimesser 250""" , die vier schmiede- 
•nen Zapfen haben jeder 40"'" Durchmesser. Setaen wir eine gute 
discho Ölung voraus, 9^ ^ 0,07, femer 91 ^ 0,8, dann findet man 
I Gl. 73 b 



f M = Q (9, -f 9, ---) = 4000 (0,8 
Mit einem Achsenüug oder Druck von 



0,0' 



„-10^ 



M 



J Klgniiliim. 



- 70 Klg. liisst sich 



t Wagen in Bewegung setzen. 

Verlängert mau eine der Wagenachscu und steckt ein Kettenrad auf. 
f Verwendung zu einem hoch liegenden Kraluiwagen , dann wird der 

Krtti-nzug l)ei öOO" Kett*'nradhalbmes8er-^^rjr-= 17 Klg. 

Zwei Km-l>eln, auf jeder Seite ehie, erfordern bei 350"" Km-helludli- 

8800 



!■ einen Druck von 



350 



= 25 Klg. für jede Kurbel. 



TIIL Die in obigem Beispiel 6 herecliiiete ZapfenMktion soll dmcli 
i Rollen von R, = SOO"" Halbmesser mit d, == 20°"° zugeböngem 
jriendurchmesser, dessen Reibung 9^ = 0,054 entspricht, vermindert 
■ Stellung der Friktionsrollen W. Fig. 190, ist derail, 
, die Rollen selbst aus Gusseiseu o, =0,6 nach Tahel 
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Qrundgeeetce der Beibung. 



Gl. 72 giebt das Moment. Q = 693 imd a = 3""' = SCT" wie 

cos a V^' R, 2 2 / 
693 U. , My_3O20)^^„^,^_^ 



M = 



■ 30 



(o,6 + 



300 



Der Seilzug wird jetzt, weil der RoUfnhnibniesser 
160 .„.. 500 _ . ,,,_. . 



er verklemert sich diuch dio FriktionsroUeii also luii 



18 



- des Wa 



Solche FriktioDsroUeu zui- Verniinderung der Reibuug des /apfena werden 
bei I'laschenzügeu*), bei der Adwood'schen Falliuaschiiie bei den Tlg 
rädern (Velodpedeii) etc., in Anwendung gebracht. 

IX.Eine Laat Q liegt auf einer b 
fen Ebene, welche unter dem ^ 
kel ^ geneigt ist; wie gross istfl 
Kraft P unter y" wirkend zur ] 
Stellung des Gleichgewichtes 
i Henintemitschen. 
/erlegt man Q in eine normale 
i| und eine mit der schiefen Ebene 
t^ieichgerichteteu Kraft p, so findet man 
, durch diese Zerlegung p = Q sin {i : 
I aucli p die Teilkraft toi 




nämlich - 



= cosY, so findet I 



p_ P __ Qsing 
cos Y cos Y 

Ist nun ß dem Reibungswinkel et Gl. 69 gleich, dann hält ! 
gerade auf der Ebene, und wii-d p ^ 0, d. h. es ist keine Kraft nM 
Richtung p erforderlich, ebensowenig keine Gegtinkraft 1' um Q zu 1 
Soll nun die Kraft p die Last nach uIk'U befördern, dann moj 

noch ausser der obigen Ki-aft Q sin ß bezw. V-^?^^ ^jp Reibung » 

auf der Ebene überwinden und ist die letztere qip; folglich, wt!ilq = Qo 



I' = 9- 



Qyiuß 



cos 7 



*] S. d. Epicycloidalfliucbenzüge und Krabne ii. t 



Gnmdgwetie der Reihnng, 



171 



Wenii die Reibui 



QsinH 



1.46 Q, während, weiiu jj = 7 = a, 
0,54 Q= 1,08 Q wird; im ietztereii FaU 



; Null 9 ;^ 0. ilaiiii wini wieder i 
Wirkt Y luiter dem Winkel ^, daiiu folgt 

Wird ß = a dem Reibuugswiiikel, dann folgt P = Q (9 + 9) — 2 (pQ, 

n IUUS8 die doppelte Reibung zum Transport nach oben vi'rweudet 

das ist zugleich der kleiuste Wert, den I' überhaupt eireicheu 

l'tanu, alle anderen Lagen sind ungünstiger. Ist f^H)", ^ = 50° and 

■Uehnien wir Eiche auf Eiclie mit gekreuzten Faseiii 9 ^ 0,54, dann wird 

= 2tgaQ = 2-9.Q 

■ (i^y = 2S°30° gleich dem Iteibungswinkel sein. 
X. Es soll für eine Winde die Troinmelwelle, an welcher die Last 
<^=1600Kg. hängt, gebremst werden. Die Trommelwelle habe w =^ 200"'° 
im Halbmesser, der BrenisroUenhalbmesser st-i p = 0,6°" = 600""° . Die 
Verhältnisse gestatten -/j Auflage des Bremsbaiides auf der Rolle. Legen 
^^ wir 9 ^ 0,3 Reibungskoeffizient zu Gnmde, dann liefert <he Tabelle 
^Lkc=3^1L Die Gl. 76 ergeben 
^H rp Qw a 1500-200 3,611 _.. ... , 

^m Qw 1 1500 ■ -200 „^,^ ^., 

■ '=-^J^= 600- (3,51 f ^^ = 200 Klg. 

^^m Das ßremsband rauss die Zugki-itft T = 700 Klg. aushalten können. 



• Handhebel kann im Verhältnis —r- : 



10 (S. Fig. 30 und 31) aiige- 
200 



ordnet werden, es wii-d dann der Druck p = -rrr- = 20 Klg. = 40 Pfd. 
auf dem Hebel, welcher erforderlich ist, die Last schwebend zu erhalten. 
XL Eine Dnmpfmaseliine (beispielsweise eine Föi-dermaschine, welche 
den liergwerksgmhen au das Tageslicht föitlert) habe 
!f=30 5^^, und macht u = 5 Umdrehungen in der Minute, Die Breras- 
tromnipl (ev. Fördeitrommel mit Bremse) habe p = "2"' Hulbmi'sser, es sei 
9 ^ 0,2 und auf 'j^ .Vuflage 7.u rechnen. 



K XL 

■!«=30J 



Nach GL 76a folgt, da nach Tab. a = 2,566, 



716,2N« 716,2-30 -2,566 



fii(a — 1) 2 - 6 (-2,565 — 1) 
716,2-30 ,,„.., 



r = 3600 Kle- 
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Qnmdgesetze der Reibang. 



An der Befestigungsstelle hat das Band die Kraft 3600 Klg. aaszu- 
halten, während man bei einer Hebelübertragung von 1 : 2 dem dann 

resultierenden Druck -^ = 700 Klg. mit Hülfe eines kleinen Dampfcylin- 

ders mit Kolben das Gleichgewicht halten kann, indem man den Dampf 
auf den Kolben einwirken lässt, welcher mit der Druckstange von t in 
Verbindung steht Setzen wir 3^« Atmosphären voraus, und hat der 
Kolben D**" Durchmesser, dann folgt aus der Gleichung 

3,6.-^^ = 700, D = 16'*-. 
4 

Bemerkung. Prony'sZaum oder das Bremsdynamometer ist 
eine Anwendung der Gleit- oder besser Zapfenreibung, um die wirkliche 
(efiFektive) Arbeit in Pferdestärken einer sich drehenden Welle durch einen 
oder mehrere Versuche zu bestimmen. 

Aul einer Welle, Fig. 194, welche das Moment M übertragen soll, 
oder welche bei n Umdrehungen in der Minute N ^^f^ zu übermitteln hat, 



JlL 



Flg. 194. 
Z 



JIL 



T 




GEZ3X' 




sind an einem horizontalen Wagebalken A zwei Gleitbacken B so ange- 
schraubt, dass, wenn sich die Welle dreht, diese durch Vermittelung der 
Reibung den Hebel L mitsamt Gewicht G und Wagschale umschleudem 
würde. Um dies zu verhindern sind zunächst zwei Fangknaggen KK an- 
gebracht, dann aber werden auf die Wagschale so viel Gewichte aufge- 
legt als nötig, um ein Schleifen der Welle in den Backen zu erzielen, 
so dass von Seiten der Gewichte G nur die Reibung balanoert wird. 

Nennen wir die Reibungskraft am Umfang der Welle F, so wird, 
wenn Gleichgewicht vorhanden, FR = GL sein. 




Grundgesetze der Bei bang-. 
Dreht 3icb die Welle mit 
l)tmgsjirl)eit vF Klgnietei' oder da v = 
Umdrehungt'n pro Minute, f 



Umfangsgeschwindigkeit, so ist die Rei- 
-3RTcn . , , , ,. 



60 
ist die Arbeit 
2R 



=w"'"'- 



Setzt I 



i in diese Gleichung den Wert F - 
, GL 



GL 
' R ' 



. folgt 



A=-2ö-»R-R- Oft"' A = -^nGLKlgnieter 
eil V ilie Gesfhwindigkeit pro Sekunde, so ist die .\rbeit in , 



I 

H N = O,0O1396nGI (77) 

^H Es iiüicht 7.. Lt. eiue Welk' u = 15 UmdrehuEgeii in der Minute. 
^^h sri I. ^ 3" uud man habe G ^^ 1 10 Klg. zur Herst«?llung des Gleich- 
gewichU's auf die Wiigsclialo gelegt, so ivii'd die Welle in (heseni Augen- 
blick tUe Ki-aft entwiekehi müssen N = 0,001 396 ■ 15 ■ 3 ■ 110 = 6,9 ^^. 
Aus obiger Foniiel ersieht man, dass man ganz unabhängig vom 
Reibuugskoef&ci enteil aber auch vom Wellenhalbmesser ist; das Eigebnis 
ist somit mathematisch genau, sofern n, L und G genau eingeführt 



Die rerschledenen O-Ielchgewichtsziistflnde. 

Ällt' misere vorausgegangenen Betra.chtungen gifmden sich auf die 
teQung oder Anuaiime des Gleichgewichtszustandes, und mussten wir 
\ den Körper in Gedanken aus dem Gleichgewichtezustand bringen, um 
I Betrachtung anstellen zu können. Im letztei-en Fall veranlassten 
' stets eine künstliche Bewegung so zu sagen, während liir uns 
$ Gleichgewicht zugleich fj«. iss, 

I Begriff der Ruhe mit in 
1 BChliesst. Ist ein Körper 
iad, fest, stabil gelagert, 
■ einen solchen 
bangenden oder lie- 
D Ruhezustand eines Kor- 
I den stabilen Gleich- 
gewichtszustand, Fig. 195. 
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Die venohiedenca GleichgewichUzusUade. 



elx'ii. so l^^^l 







Versucht man ricn Küiper etwas aus sciikt Lage zu iielx' 

ev immer wieder iu dieselbe zurückkehren, sobald die wirkende Kraft 
Fig 195, wieder beseitigt ist. Hellt man 

ihn 30 hoch, dass der Schwer- 
punkt über den Unterstüt/ungs- 
l»unktn zu liegen kommt, Fig.lSöa. 
dann tritt eine andere ti 
gewichtelage ein. 

Der Körpei- befindet sschjt 
im labilen Gleicbgewiclit: 
stand. Der ZustJind, die la^ 
des Körpers ist unsicher, schlüpf- 
' rig, beim geringsten Anstoss 

kommt er in den früliei-ou oder einen anderen stabilen Zustand. 

Unterstützt man den Schweipunkt eines Körpers, dann ist dem leti- 
teren jede Lage gleichgültig, indifferent; er wird in allen Lagen hängen 
oder loibend verbleiben und in keine andere zurückzukehren sU'elien; es 
ist dies der indifferente Zustand. Hier kann sich kein Moment bildt 
■welches den Körper in eine andere Lage Iwwegen, um den Unterstül 
punkt oder um die UnteJ"stützimgskant* drehen wüi-de; die sei 
Entfernung vom Schweriiunkt als Augiifispiiukt des Gewichtes zur Ui 
Stützung, der Hebelarm, ist Null. 

Offenbar ist der letzte Gleichgewichtszustand der sniverlässigste, 
quemste. Alle Räder, Wellen, auch die Küiper unseres Weltsystems 
finden sich in diesem Zustand. Die geringste Veriindei-ung desselben) 
einem Rade würde man sofort fühlen, sie würde sich durch „Scbli 
des Rades bemerkbar machen, und zwar nach der Seite hin, nach 
die Drehungsrichtimg atatttindet. 

Der labile (ileichgewichtszustaud ist wohl der uiiangenetunste, 
zuverlässigste. Ein solcher Kör])er bedarf stets der Unt<ystützuiig, 
er nicht schwankt, entschlüpft (labile = schlüpfrig). Je höher bei 
weise ein Bauwerk im Verhältnis zu seiner Grundfläche uusgefühit 
um so unsicherer, unstabiler wird es, wenn nicht stets der Schweqionlrt 
senki-echt über dem der Grundfläche eingehalten wird. Der Pisaer 't'iinu 
steht cirka 4"" aus der Senkrechten, seine senkrechli' Schwerhiüe fällt all 
noch immer weit innerhalb der GnmdflUcbe, also ist nocli keine Vau 
geMii' vorhandeiL Ein SIensch, welcher mit dem einen Arm einen achi 
Körper tiägt. hebt den andern Ajm hoch und neigt seinen Körper 
nach der Seite, um (he Lage des Schwerpunktes melir nach dieser 
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Die Terschiedenen GleichgewiclitszuBtands. I 

l Bum Tragen günstiger /.» gestalten. Alle balancierten Gegeiiat&ndc 
l im labüen GleicbgewicliL 

Wir liabeii schon Seite 65 in Fig. 57 Andeutungen l>ei dem dniüge« 
rikschorastein gemacht, um ilin „günstiger vertikal zu erlialt^'n"; eben- 
ilen Figuren 117 bis 119 (S. 103) waren wir genötigt, indirekt den 
mUien und stabilen Gleichgewiclitszustand zu verwenden. In dem Folgen- 
den wollen wir iKif;h versuchen, etwas näher auf die mathematischen Be- 
(ituguugen, namentlich des stabilen Gleichgewchts'/ustaiides, einzugehen. 
^^tt Grunde genommen enveiteni wie nui" die Anwendungen des Schwer- 
^^bldcts- und MomentengenetÄes mit Berücksichtigung der Hebung eiuei' 
^^put auf eine Höhe, Arbeit, wie wii- auch schon bei der Reibung Gelegen- 
heit auszuföliii-n nahmen. 

Um die Stabilität eines liehebigen 
Koipere, Fig. 196. zu ermitteln, sei W 
die Kritft, welche ihn in einer belie- 
bigen Höhe h angreifend, aus der Lage 
A in A, hebt Das äussere Umstui-z- 
riioment bt also Wh. Diesem wirkt 
das Gewicht des Körpers am Schwer- 
punkt S also in der Entfernmig e von 
der Umsturzkante u angreifend, ent- 
gegen. Die Stabilitätsgleicbung ist so- 
lch (S. Gl, c. S, 104) '^ 

Wh^We (77) 

Die Arbeit, welche Jiierbei dii- Kiaft \V venichteu muss, um den 
I die Lage A, zu bringen, ihn also utn h, zu heben, ist 

A = Gh, (77a) 

Ist hj die Hiihe, welclie dem labilen Gleichgewicht entspricht, wo- 
[ td&o die senkreclite Schwerlinie durch u geht, dann ist die Arbeit. 
\ den Körjier zu stürzen, zu wälzen, 

Ao =üha (77b) 

Diese Gleichungen enthalten unter allen Umständen die Dimensionen 
B Kiöpers und lasseu sich demnach der Sache entspi-echende Beziehungen 
llit ableiten. 

In Bücksicht auf das vorige Kapitel der Reibung kann aber noch 
f Fsil eintreten, dass der Körper in Richtung der Kraft W verscholwn 
i, und er gar nicht zum Stürzen gelangt, dann müsste die Reibung 
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Die venchiedenen GleichgewiehtaEiuUnde. 



- oder G ^^ 



W 



von G auf der Unterlage so gering sein, 
W = 9 G , bezw. 
W 
'' G 
Im letzteren Fall muss der Körper an der Urasturzkante \ 
Rutschen diurch Gegeiilialten (eingeschlagener Pflock u. dergl.) 
werden. Endlich tritt noch eine Mögüchkeit ein, dass der Körper s 
mit der Unterlage verbunden ist, dasB er erst abgerissen werden mnssr 
elie er gehoben werden kaJin. 

Ist F seine Grundfläche, und ist eine Kraft von sKlg. erfordei 
um die Flächeneinheit, IQ"", ID"" des Köipers von der Aufla; 
m trennen, dann ist die Kraft zum Losreissen des Korpers 

(78) W, = F8; 

ihese, vereint mit W, bewirken im letzteren Falle eine Hebung. 

Fij. ,97, Beispiele: I. Ks soll die Stabilität i 

Seliumsteinea gegen Wiiiddnick bestininit i 
den. Ist G das Schomsteinge wicht, b die Uasit)* 
breite nnd sucht der Wind den Scliomstein am 
u zu kanten, so niiisseji wir uns den W^ 
druck W in der Schwerpunktshöhe b 
fend denken, ei'halten dann mit Bezug aufd 
b 
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\ 



Uität ^^1 



Ul. 74, weil e 



Wh = G-^ 



(17d) 



b= -2-. 



Schwerpunkt (S. S. 93) in 

pyramidale, schräge Seitenwände geben 



Die Fiuidamentbreite b. die Basts des I 
Werkes, ist hiemach 

«Wh 

e 

■le grösser h, je höher eüi Bauwerk, \ 
breiter muss dessen Basis sdu; je ( 
ist, imi so kleiner kami b sein, weil G 1 
gekelirt proportional b ist. Tiefe Lage 1 
Schwerpunktes ist also Rü- die Stabilität, \ 
das Feststehen, ain vorteilhaftesten. IHtfj| 
ninialfbnn. um den Auadmck ; 
ist die Pj'ramide, denn bei dieser liegt I 
der Höhe am tiefetcn von allen KÖrJ 
lunini einem Bauwerk i 




Die reracbiedenen GleicbgewicbtszastSnde. 
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solideres Aussehen uls senla-echte. Ein Bauwerk mit eiDeni ange- 
schrägten Sockel bietet dem Auge gleiclisam schoti ein gewisses Featig- 
keitsgefühl, — im Gegensatz liierzii stehen allerdings manclie chinesische 
uud japanesiäche Bauwerke mit ihrer kleinen Basis und darüber liinweg- 

^ ender Dachflache, eine abgekürzte 
ainide mit der lireiteren BaaiB nach 
n, MuB8 (las Bauwerk leicht ge- 
halten werden bei kleiner Basis, dann 
erfordertes jedenfalls seitliclierStützen, 
es nähert sich eben dann dem labilen 
Gleichgewichtszustand, wie beispiels- 
weise der Schornstein S. 65, eine 
freistehende Leiter, Stange ti. s. w. 

Den Winddnick W kann man im 

Maximum bis zu 250 Klg. (fiirDeutsch- 

land*) pro G" vei-anachlagen. Die 

• Lage des Schwerpunktes finden wir 

nach bekannten liegeln. 

Trägt man, wie in der Figur ge- 
Kcliehen, G das Gewicht als vertakale, 
\V<len Winddrucfc als horizontale Kom- 
[lonente von S aus auf, riann niuss 
die Hesnltante It innerhalb der Basis 
Talleu. Ergiebt sich rtoch ein Mo- 
ment K, s, fallt die Komponente ausser- 
halb u, dami droht der Winddnick 
^K den Schornstein zu stürzen, 
^h Das in nebenstehender Figur ge- 
^Rtrichnete Bauwerk hatte sich nach 
i^er Fertigstellung gesenkt und wai- 
gestürzt; es soll eine Untersuchung 
ongOBtellt werden, da nachwcisbai- ein 
starker Sturm tobte, oh das Bauwerk 
durch Winddnick zu Fall gebracht 
wenden ist. 

Das Bauwerk war in Backsteinbau ausgeführt, dessen sjjez. Gew. 1,6. 
Die dem Wind preisgegebenen Flächen sind fj — 20-0,9 = 18D"j 



^^ 
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^= 3* 1,3 = 3,9 D- und fi = 2. 2 = 4D». Den Windduick zu 200 Klg. 
gerechnet, erhält man W = 26 • 200 = 6200 Klg. Die Volumina sind, 
das Bauwerk voll gerechnet, 

0,9^- IC 
4 



V, = ' / • 20 = 12,72 Kubikmeter, 



V, = — !-^ • 3 = 3,98 Kubikmeter, 



'*-7C 



V, = — j 2 = 6,28 Kubikmeter. 

Der durchgehends hohle Raimi für 1" Länge, bezw. Höhe ist 

-^^^^ . 1 = 0,0707 Kubikmeter. 

Die einzehien Gewichte sind hiemach 
q, = 1600 . (12,72 — 20 • 0,0707) = 1600 • 11,31 = 18 096 
q, = 1600 • (3,98 — 3 • 0,0707) = 1600 • 3,77 = 6032 
q, = 1600 • (6,28 — 2 • 0,0707) = 1600 • 6,14 = 9824 
Gesamtgewicht G = 34 000 Klg. 

Die Schwerpunktshöhe h finden wir aus der Gleichung 
8 • 21,22 . 1600 = 1600 • 1 • 6,14 + 1600 • 3,5 • 3,77 + 1600 • 15 • 1 1,31. 
s • 34 000 = 1 . 9824 -f 3,5 • 6032 + 15-18 096, und 

''-'-'21722"-^'^^ • 
Nach Gl. 77 d muss jetzt sein, 

^_ 2»Wh _ 2 -5200>8,91 _c^o 
^-""G"- 34ÖÖÖ -^'^^' 
Hieraus ergiebt sich, dass die Basis viel zu klein im Durchmesser 
veranschlagt war, und der Wind wohl am meisten zum Sturz beigetragen 
hat; wenn auch hierbei eine schlechte Ausfuhrung des Baues und eine 
mangelhafte Fundierung nicht ausgeschlossen ist, beides bedarf einer be- 
sonderen Untersuchung. 

Davon, dass der Winddruck das Bauwerk auf seiner Grundfläche 
weiter schieben kann, kann wohl keine Bede sein, es mtisste denn der 
Reibungskoefficient nach 

5200 = 9 34000, 9=^^ = 0,16 

sein, d. h. das Bauwerk mtisste sich zu seiner Auflagerebene wie zwei 
eiserne geschmiert aufeinander gleitende Flächen verhalten; oder auf 
Rollen stehen. 
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II. Es soll die Stabilität von Futteii 



i klar gelegt ' 




dea, Bekaimtlich böschen aicli lockere Masseu, Erde, Sand, Hülsenfrüchte, 
kleine Steine, wenn mau 
sie ablagert, unter einem 
gewissen Winkel, dem 
Bösclimigswinkel, kegel- 
l(>nmg ab. Die Grösse 
des Winkels, den man 
am beston aus Versuchen 
entwickelt, hängt haupt- 
siichlicli von der Rei- 
bung der eiiizehien Mas- 
s^'nteilcben , aber auch 
von der Trockeiilieit, 
Fpuchtigkeit und auch 
von der Zusammenhang- 
bnrkeit (Cohäsion) der- 
selben ab. 

Man fand fiir 

Trockenen Lehmboden 40 bis 46° 
Nassen „ 20 „ '25" 

Trockene Thouerde 40 „ 50° 
Naase „ 20 .. 20° 

Trockene Dammerde 40 „ 43° 
Nasse „ 30 „ 37' 

Naaeer Kies 26° 

Nasser Steinachotter 36 „ 40^ 
Feiner Sand SO"" 

Geti-eidekömer 30" 

Leichtere Komarten . 
Hülsenfriiclite ' 

Wasser 0° 

Jfde solche Masse wird nun, wenn sie vertikal abgetragen nird, und 
aifh überlassen bleibt, nach und nach sich unter obigem Winkel ah- 
boscben: es wird sich also ein Keil ablösen, abrutschen, welcher gegen 
eine senkrechte Schutzmauer, Fig. 199, drückt, wenn durch eine solche 
diV AhliisuDg vermieden werden soll. 

Solche im Baufach sehr hiiufig verwendeten Abdämmungen, Stütz- 
mauenir Puttermauem müssen stark genügend sehi. um dem Erddruck 

12» 




180 



Stabilität der Futtcrmauern. 



(eT. Waaeei-druck) Widerstand leisten zu köimeii. Für die Mechanik ist es 
darum zunächst erforderlich den Erddruck selbst und dann die Bedingungen 
aufzustellen und abzuleiten, durch welche die Mauer ihre Lage verändern 
köniit<\ Der Winkel a, untei- welcliem sich das Gewicht G des Keiles 
abcd ablöst, steht offenbar mit dem Böschungs* also Reibungswinkel im 
Zusammenhange. Das Gewicht G :=^ J ca • cb ■ By greift im Sciwerpiuikt 
S an. Wenn B die Breite der Mauer (Länge), Y das Gewicht des Ki 
meters, dann ist, weil cb^Hcotga in Kilogramm 
(a) . . . . G = i HH cotg a By = i H*By cotg a. 

Zerlegt man (i in P und K, dann bewii-kt K eine Reibung auf 
Unterlage des Keiles, so dass das Niedorgleiteu langsam vor sich geht. 
Würde der Kril ohne Widerstand abgleiten, etwa wie auf einer glatten 
geschmierten Fläche oder wie sich Wasser von Wasser trennt, dann kümu 
der Druck V unmittelbai' zur Geltung; so aber winl I' kleiner, weil dio 
Unterlage noch einen ßeibungskeil abfe für sich beansprucht (in 
spiel 9, S. 170 Laben wir den iihnhchen umgekehrten Fall). Ni 
wir ^ diesen Reibmtgswinkel , und denken uns eine Zerlegung auf 
P und R, dann ist jetzt P abhängig vom <^ a — ?, nämlich 



[>iuikt 
if ? 



^ = ^ = tg(a-ß), 



1 muss also 



Da nun tg (a — ß) 



G ~ G " 
. . P = Gtg(a-ß)sein. 
(a) ein, dann folgt 
. P=iH"BYC0tgalg(« — M. 

P_^%, eAölt mao 
l + tgatg|ä' 



P = ^H>Bt 



1 — cotggtgP 



W 



i+te«ti 

Fütu-t man die bekauiiten trig. Beziehusgeii 

1 — cos 2a . 1+ cos 2a . ,,.j 

'S« = — ,i„2V^i »o'g« = — ^i„ 2 , ™. fo'B* I 

n_H'p.. sin(2a-M — sing 
2 

ans G], (c) i 



sin (2 a — g) + siu ß 
Aus diesem Ausdruck lassen sich leichter i 
ziehen, weil die Werte der tg und cotg zwischen und iOO ztl f 
Spielraum zulassen. 

P wird am grössten, wenn der Zähler der trig. Funktion gross, 
also 8in(2a— g)=l, 2a— g = 90° oder 
90+ ß 



W 



= « + i. 



wird die Druckkratt 
H' 
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YB cotg « tg (a - ß) = "' yB cotg (45 -}- -1) tg (45 - -|-) . 



Setzen »ir B die Mauerlänge der Einheit gleich, B^ l", dann ist 
t laufender Met«r, weil cotg (45 + ^i2) = tg (45 — ß/2), 

^ Ytg*(45-^-) (79J 

Trägt man sich ß an der Basis aa au, dium ist <Ccag^90 — ß, 
I Hälfte dieses, also die Ergänzung des Reibuiigawinkela zxun Rechten 
halbiert, liefert schliesslich denjenigen Winkel, welcher den eigentlic-heii 
Druckkeil darstellt, und welcher wie auf Wasaer ohne Reibung herunter 
rutscht und gegen die Mauer drückt. 

Bfdenkt miin nun, dass in der aufgestapelten Erdmasse in ihren 
oberen Ilegiünen kehi Druck stattfindet, dass hingegen je tiefer man ge- 
langt, der Di'uck immer mehr wächst, etwa wie der Druck von einem 
Wasserspiegel bis zum Grand zmiimmt, weil die oberen Schichten immer- 
mebr auf die unteren drücken, so hat der LVuck oben den Wert Null, 
unten wii-d er am grössten und nimmt wie von der Spitze zur Basis 
eines Dreiecks zu. Der .YngrifFspunkt, der Mittelpunkt des Druckes, fällt 
sonach in den Schwerpunkt des Dreiecks und liegt in '/j der Höhe von 
der Basis. Das Moment, welches die Mauer um ihi« Vorderkant« zu 
stürzen strebt, ist dann 

Bezeichnet, man das Gewicht eines Kubikmeter Mauerwerkes mit Yit 
so ist das Mauergewicht von dei- Länge B= 1, 
G, = Hy, b. 

Dasselbe greift im Schwerpunkt der Mauer an und n-irkt ihr Mo- 
ment am Hebelami b/2, 

(f) 



dem obigen entgegen. 

Dm*b Gleicbsetzuiig beider ergiebt sieb 
1 



pb'HT, 



= -i-H',tg'(46- 
= 0,68 H t? (45 - 



,1, bieraus folgt 



(19») 



y» sei in folgender Figur acd der Durchschnitt desjenigen Erd- 
pristnas, welches man als vollkommen frei von Reibung annehmen kann, 
während es sich gegen die Mauer bewegt; der Winke! bei a dessell>en bt 
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-(90-« = 46-J 




Denken wir uns das Ge- 
wicht desselben im Schweipuukt 
vereinigt, bo übt es beim Rut- 
schen gegen die Mauer den 
Druck, Gewichtsdruck Ej tmter 
dem Winkel 

5-=90 — 9 = 4Ö + ß/2 aus. 
Es ist aber 

E. = -i-tH4flir B = I. 

Zerlegt man E, in E und D, 
dann bewirkt D durch Reibung 
des Prismas an der Mauer äaea 
Druck nach unten, C hingegen 
am Hebelarm h sucht die Maaer 
zu kanten um m. 

Das Gegeumoment ist wieder G, -»-i somit 

Eh = G, -s- oder, weil E = E, cos *, 

-l-THLhcos(45 + A) = ^b»HT.. 

Setzt mau in diese Formel 

L = Htg(90-ß), h=^, 

tl<>nr> erhält man schliesslich 

(79b). . . b = 0,4H)/^cot«ßco8(45 + -|-). 

Beide Formebi für b liefern für die gewöhnUchen pndUiscben FSUe 
nahe dieselben Resultate, man erhiUt 

für ß=30° 46° 60" 



«Vf^ 



= 0,36 0,24 0,16. 

Die Werte von ir und y, sind in folgender Tabelle enthalten (S. ancli 
d. sp. Gewichtstabelle im Anhang, y= 1000 9, y^ = 1000 aj). 
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Gewicht eines Knbikm. 
Trockener Lehmboden Y=^löOOKlg. im Mittel 



Nasser „ 


ISOO „ „ , 


Trockene Thonerde 


1600 ,, „ , 


Nasae 


1980 „ „ , 


Nasse Dammerde 


1650 


Nasser Kies 


1860 „ „ 


,, Steinscliotter 


1600 „ ., , 


Feiner Sand 


150O ., „ , 


Weizen, Rogi^n 


750 „ „ , 


Hafer 


476 „ , , 


Wasser 


1000 „ „ , 



t der Erddnick nicht die Reibung der Mauer auf dein Terrain 
inde und dieselbe fortscliiehe, ist, wenn 9 der ReibungskoefBcient 
l'<9Gt oder 



-|*-Ttg"(l5^-|^)<9bHT.; 



hieraus 



«?>- 



tg'(4 5-ßj2) 



wir selbst T = Ti i tg* (*& — ß/'-) = 1 1 dann folgt 



Würde jetzt H =; b, dann niüsste 9 >> 0,5 sein, eine Bedingung, die 
kniim eine Befiiichtung des Fortschiebens zulässt. 

Wir bemerkten oben, dass der Druck in den oberen Regionen des 

b<EMpri8inas Null, unten am giössten, streng genommen könnte dann die 

■ oben in einer scharfen Kant« auslaufen. In der Praxis ist dies 

ibt zulässig, man gieht dem Mauerkopf immerhin noch zwei bis di'ei 

instärken, um den äusseren Witterungseinflüssen zu geniigen. Ein Ab- 

Bcheu an der Stirnseite gewöhnlich 1:5 ist selbstredend nur von Voi- 

weil dadurch die Rasis grösser wii-d und die Stabilität zunimmt, 

ieht man der Futtermaiier eine pyramidale Form im Querschnitt, böselit 

i also auch nach dem Erddnick zu ab, dann kommt nur eine Kom- 

mente der ümstim^kraft zur Geltung, wodurch wieder die Stabilität ver- 

: wird, das Umsturzmoment wird noch geringer. 

Torteilhaite Überacht gewährt das Auftragen der Parallelo- 
me, die Konstruktion derselben, wie dies die nächsten Figuren dar- 
tUen, auf deren Fj-kläning wir wmter unten zurückkommen werden. 



f84 Stabilität der Futtermauern. 

Halbiert man sich den BösehungBergänzuiigswiiikel, sucht den Schwer- 
punkt S, ebenso den Scliwerpunkt der Mauer S,, rechnet das Mauerge- 
wicht G, und das Gewicht des Erdprismas fUr B= 1 aus, Irägt sich 
beide Werte als Teilkräfte auf, dann ist R die Resultante, weldie inner- 
halb der Basis der Mauer fallen muss. Nnch Vaaban soll mn nicht weniger 




als */g der Basisbreite betragen, damit durch Abbi-Jickelu der Kwite, \'er- 
wittem derselben noch Stabilität genügend bleibt. 

B zerlegt sich wieder in eine horizontale SchJebekraft T und verti- 
kale Druckkraft S, der letzteren muss das B'undament gegen Zerdrücken 
Widerstand leisten. 
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Man kann 6 Klg. pro D"" tür Bnichsteinmauerwerit 

7 „ „ „ gew. Backsteinmauemerk 

10 „ „ „ gutes ,, ■ • 
rechnen. 



Flg. ZOL 




Die Schubkraft T nniss erst die Reibimg von S auf dem Boden über- 
winden, ehe die Mauer weichen kann, es muss T <! 9S sein, der Winkel 
BnS soll den Reibungswinkel nach Müller-Breslau 33 bis 36° nicht 
übersdireiten. (In Yig. 201 muss die Komponente S durch n gehen.) 

Soll die Fntterouuier eine Wassermasse tou der Höhe H stützen, 
daBQ ist nadi GL 79a zu setzen ß = 0, y = 1000; man erhält für recht- 
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winkelige Mauern 

(79c) b = 18i. 

Ist die Erde mit einer Last q Klg. pro O" noch besonders bdastei 
Fig. 204, so dass für die &«ite B = 1, 

Q = qLB = qL ^ qH cotga, 




in ist das Gesamtdmckgewicht 

G + Q = G + qHcotga. 
Gl. a eingesetzt, ist die Druckkraft nach Gl. b 

P = (i H» Y cotg a + qH cotg a) tg Ca - ß). 
Die gleiche Betrachtang wie oben liefert flir 
P = P, + P„ = iH»'rtang'(«-W2) + qHtg»(46 — ß/2) 

= [4H»T + qH]tg«(46-ß/2). 
Der Erddmck allein P^ greift, wie uns bekannt, in % ^'^ ^^^ 
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an; der Lastdrack P„, weil er unverändert auf der ganzen Höhe wirkt, 
als Mittelkraft auf das Mauerrechteck betrachtet, in V2 ^^^ Höhe. 




Die Momentengleichung ist dann mit Rücksicht auf 61. f. 

oder obige Ausdrücke eingeführt, 

i H» T tg« (46 - ß/2) + q i H« tg» (45 - ß/2 = i b» Ht,; 
Hieraus findet man 



b = Htg(46 



-mVl 



1 T 



+ 



(80) 



3 T, ■ T,H • 

Im Sinne der graphischen Darstellungen der Figuren 201, 202, 203 
zählen wir zum Erddruck die Belastung Q und verfahren wie dort an- 
gegeben, d. h. wir denken uns das spez. Gewicht der Erde um so viel 
grösser als das dem Gewicht Q entsprechend. — 



Beispiele: Soll eine Mauer von H = 2,5* Höhe aus gewöhnlichen 
Ziegelsteinen, deren spez. Gewicht 1,4 sei, rechtwinkelig ausgeführt, trockene 
Dammerde stützen, dann muss nach der Tabelle S. 183, wenn wir ß=46° 
zu Grunde legen, GL 79 a, 

b = 0,24 H V^ = 0,24 . 2,6 K||^= 0,63- sein. 
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Wiitl oberhalb noch ein Pflasteiweg angelegt, daiui vennehrt l 
* Gewicht um q = 700 Klg. pro D", und wii-erbalten nach GL 8 



= 0,77". 



3 1400 ^ 1400-2,5 

Die SUirki' einor parallelpipedisclieii Futtermauer für eiu Wa 

bassin von H = 2.0" Tiefe und gutes Mauerwerk -j, ^^ 2000 Klg. 

Kubikmeter, wird nach 79c 

b = 18— 1=-: 

VTooo 

lu Fig. 201 ist der Böschungswinkel p = 26", der Winkel des Dnid 

prismas ^ = 32° 30'. 

2-3 



= 0,85". 



Das Gewiclit desselbeu 



F.,: 



■ 1800 = 5400 Klg. 



-- 1600 D"™ Fläche haben auf B = 1" = 100^ Breite, die räd 



Das Gewicht der Futtermauer ist G|= 1 ■ 3 ■ 2200 = 6(i00 I 
wenn das Mauerwerk zu 2200 Klg. pi-o Kubikm. angenommen wird. Trägt 
man Ej und G, von o aus ab, dann scliueidet die Residtante U in n 
ein; diese von n aus aufgetragen in der gleichen Richtung, erhält mau 
die TeilkrÜfte T = 3000 und S = 1 1 000 Klg. aus der Zeichnni 
(3,8""" = 1000 Klg.). Das Fundament zu 7 Klg. pm G"" gerechnet, mm 
11000 

7 ' 
lieh vorhanden ist. Eine Veracliiebung durch T bietet keine Gefahr. 

Die Rechnung liefert Gl. 79a 

,.^0,5..S.^(45-f)j/iO-. 
Der Böschungswinkel in Fig. 202 ist 34'^. Das Gewicht des 1 
prisma E, =-^2^ ■ 1660 = 1 1 000 Ivlg. 

Das Gewicht der Mauer war zu G, = -^"— 4-2500 = 8000K 

angenommen. H — 4°", 7, = 2500 Klg. Der Schnittpunkt n fallt i 
halb, weim man E, und G, von o aus iu Richtung des Winkels ß = 3 
von der Horizontalen abtragt. Bei geneigtem Teirain nimmt man iiM 
Ix'sondei'e Riickslclil auf die R«4bung des Prismas an der Mauer, wodai 
der Druck grösser wird. Bei horizontalem Tenain iu Fig. 201 l>eha]ta 
wir, wie auch in t'ig. 200 vorausgesetzt, die Richtung des Reibnngt 
mas bei. Für die .\usfiihruiig halten wir Fig. 202 die tltk-^is um m S 
erbreitert, so diiss die Krone jetzt 0,7*" und die Basis 1,4"'. 



1+0.6 
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anlas! 
Hintat 



_ Bei horizontalem Ten-aiii wiii-de man nacli IJl. 79b oder 79a, b=l,l" 
eriialteii unter den in der Zeichnung bemerkten Annahmen. 

Die Kräfte T und S geben auch hier zu keinen Befürchtungen Vei- 
aalassuDg. 

In Fig. 203 haben wir noch eine Stützmauer angedeutet (der Gaurn 
ittet uns nicht dieses Kapitel weiter zu verfolgen), welche in Richtung 
der Resultante R liegt; wodurch die Stabilität, wie leicht zu überaehen, 
üui- begünstigt wird. Die Mauer liegt hier unter einem Winkel und ist 
geradlinig, erhält namentlich hei Wasserl)auten eine krummlinige Aussen- 

Eie. 
III. Untersuchungen der Stabilität der tiewSlbe. 
Denken wir uns, Fig. 205, eine 
> O ' Tit 2«.. 

e gleichgrosBtT Steine oder Gegen- 
le (Bücher z. B.) so zusiimnien- 
gepresst, dass sie sich gegenseitig 
rdcbt verschieben können, sondern in- 
folge der Reibung in ihrer Lage ver- 
harren, so entstellt für uns die Fi-age, 
wie gross muss der Pressdruck H, 
sein, wenn Q das ganze oder q das 
Gewicht der Steine pro lauf. Meter; 
also Q =; Iq ist? 

Das Gewicht der Steinreihe muss zunächst den beiden vertikalen 
Kräften 2 V das Gleichgewicht halten können, oder 




V = 



- = iriq- 



= tga = 



^^H Damit die Steine durch den Reibungsdruck 
^n, 66, 69 sein 

I' 



(«) 

, halten, muss uacli 



Die Reibung soll aber V c^ 
1 köimeii, somit folgt (a) in 



H, 



das halbe Gewicht auf jeder Seite 



(b) 



H,= 



= Vcotga = -^cotga^-^-qlco(ga. . . (81) 
I so mehr wird 



tga = _ 2 

Je kleiner die Reibung, je kleiner a bezw. 9, um so 
5 « ^ 00, um 30 grösser muas H, werden. 
Gewohnliche Ziegelsteine wiegen pro lauf, Meter iji de; 
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Fig. 205 zusammengestellt q = 60 Klg. ; damit sie sich durch Reibung 
auf 1" frei halten, muss sein, wenn tg a = 9 = 0,67 (S. Reibungstabelle). 



«^=T««W 



= 45 Klg. 









Flg. 


206. 


















< .^ 


/ 


y^ 










y 


f 












9 


A' 









Eine Reihe gleichgrosser Bücher, welche Q = 6 Klg. wiegen, auf 
0,26" zusammengestellt, erfordern einen Pressdruck, wenn der Reibungs- 
winkel nach Fig. 187, a= 17°, 

Nehmen wir ein beUebiges Stück der Steine 
von der horizontalen Länge x heraus, und 
lassen auf dasselbe in der senkrechten Ent- 
fernung y von der horizontalen Kante eine 
horizontale Kraft H, wie in Fig. 206 angedeu- 
tet, einwirken, so wird H eine Kantung um u 
vorzunehmen suchen; es tritt Gleichgewicht 
ein, wenn 

(c) Hy=qxy=qy. 

In dieser Gleichimg ist das Gesetz einer paraboUschen Kurve ent- 
halten. Der Druck pflanzt sich in einer Parabel, Widerstandslinie, 
bis u fort. 

Bemerkung. Aus c folgt y = -^-|j-x* = mx*, wenn m die Kon- 
stante (z. B. 4) bezeichnet; setzt man der Reihe nach x = 0, 1, 2 . . ., 
dann erhält man aus y == 4 x*, y = 0, 4, 16 . . . 

Die Endpunkte dieser Senkrechten verbunden, Uefem die Kurve 
(S. gleichmässige Trägerbelastung). — 

Setzen vAx in Gl. c, y = e, x = 1/2, dann folgt 

(81a) H = ^^ = -^. 

e o oe 

Aus den Formeln Gl. 81 können wir schUessen, wenn H>--1 . 

8e 

dann tritt frülier ein Kippen ein als ein Rutschen, wenn Hj < |^ ql cotg a. 

dann rutschen die Steine früher herunter, als sie kippen. 

Beide Kräfte werden gleich, wenn 



-g^ = Y ql cotg a, oder 



(d) 



taug a = 



4e 
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Für obiges Beispiel müsBto ia diesem Fall, wenn vir e ^ 0,2fi, 1 := 1 
setzen, die Reibimg grösser werden, nämlich 
4-0,25 



tga = 
a = 46° sein. Da aber thatBächlich I 



H,>- 



= 0,67, so wird Hl > H d. h. 
->30, 



8 0,25 

wir fanden oben Hi=i4&; hieraus folgt, dass man die Steine, wenn wir 
sie von einem Ort zum andern in der Zusammenstellimg wie Fig. 205 
tragen wollten, etwas schief halten müssen, wie die nächstfolgende Be- 
trachtung ergeben dürfte. 




Lassen wir aof eine unter dem Winkel ß geneigte Steinschicht, 
Fig. 207, eine horizontale KraA H einwirken, so wird diese das Gleich- 
gewicht, einesteils um das Kanten um u zu verhindern, anderenteils um 
die Bedbimg zu Termehreu, unter folgenden Bedingungen herstellen. 

Zur Verfaütnng des Umsturzes allein muss sein H,h = Q\, wenn Q 
die Last im Sdiweipunkt S angreift und ^ und h die bewossten Hebel- 
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arme sind; es folgt dam 
(e) 



H„: 



die Umsturzkraft 
QX 
li ' 
Die Last Q drückt auf um und zerlegt sich in V, ^Qcosß 
H., = Qsinß. 

Die Kraft H lässt sich zerlegen ia Hj ;= H cos ß und in H. ^ H sdn ß. 
Die letztere sucht die ganze Schicht, als auch die einzelnen Steine in die 
Höhe zu heben, um ihre oberen Kanten zu kippen. 

H, und H,, bewirken die Reibung der Schicht auf mu; sie ist f. 
(H,-|-H,,) und muss mit V, im Gleichgewicht sein, demnach die 
bungsb-aft mit H, bezeichnet und weil ip ^ tg a ist, folgt 

Qcosß = tga(Qsinß-l-H,co8 3), 
hieraus folgt weiter 

(» + M 

sin (Z cos ß 

Diese Kraft muss aufgewendet werden, damit die Steinmasse nicht 
ablutscht von ihrer Unterlage. Ist keine Reibung vorhanden, dann ist 
a = o, also H, ^ OO- Soll sich die Schicht ohne eine Kraftiiasserunj 
nur diu-cli Reibung halten, dann würde dir H ^ o aus (f) folgen 



(0 



"■"«(tk-^O- 



«^ 



it f. 

1 



1 



— tgß» oder cotg « = tgß, 
tga 

d. h. dann niuas ß ^ 90 — a sein, die Steinschidit ist unter deni B«i- 
bungswinkel gelagert, je mehr wir uns diesem näJiem. um so leichter irt 
eine solche Schicht transportfällig, wie wh- oben schon Gelegenheit ku be- 
merken 11 ahmen. 

Ausser der in Gl, f entwickelten Reibungskraft H, muss ibe Stein» 



1 



schiebt noch obiger 



_Vl 



halten, so dass sich also II in H, -|- H; zerlegt, beide halten die Scliicbb. 
Hie BetÜngung lautet demnach 



H: 



h sin a cos ß ' 



woraus, wenn man cos(a-|-ß) zerlegt, 

Wenn H klein genug, so dass kein Umsturz voraus 
X = o, dann hat H nur dem Abrutschen das Gleichgewicht i 
wenn a = o, dann muss H = 00 werden, wie uns bereits bekasaL 
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Willi aber H iiioiiieritaii grösser, dami wüil ein Teil dfr Sirhicht, je 
nach iler Vorgrösserung von H in die Höhe klappen, eventuell aucli die 
ganze Schicht um ihe obere Ktinto m, duich i^inen besondei'en Druck in 
tUcbtuug H, oder senkrecht von oben inüsste dann diesem Moment entr 

Hmgcngearbeitct werden, damit keine klaffenden Fugen entstehen. 

^H Aus der Figur findet man, um ). und h abliäiigig von e uTid 1 zu 

Wkiüte 

I 



- '/g (1 cos ß — e sin |)), h = 
Man erhält dann dnn:h Division 
1 



? + yCOS?. 



-Clc 



- e sin ß) 



tg? 



)| 



und in H gesetzt, 



Isinß- 



1 



2tgS- 



1 



2 lg ? + 



- -f rotg a 



1 



dann ist kein ümstiu^ zu be- 
bten, wenn ß>90 — «, dann ist kein Kutschen zu befiin-hten. 
Eine Steinscliicht e=0,25 Steiulänge, 1 = 0,8" Scliichtlänge hat, 
1 « = 33° 40* angenonmien wird, unter (1 ^^ 45° Neigung eine Stütz- 
! B«ihungsb'aft untig von 
0.25 
0,80_ 
0|5^ 
Ö.SO 



H = 



2 + -, 



- + colg33°40'- 



= TVQKlg., 



nn Q das Gewicht der Steine. Nehmen wir Q =: 50 Klg. fiii- diesen 
, dann wird H = 32 Klg. Einige Klg. mehr Druck dürfte schon 
zun Kippen, ev, klaffenden Fugen Veranlassung geben. In der Iblgen- 
dan Figur 208 sind solche klalTende Fugen noch früher wahrscheinlich. 
Wir nehmen hier zwei unter einem Winkel ß geneigt«, sich gegen- 
seitig berührende, Steinsätze an. Jede drückt die andere mit der Hori- 
zoutalkraA H, die gidi gegenseitig aufheben, weim Gleichtgewieht vor- 
Iianden. Wird aber H nach einer Riditung grösser, zu Ug, dann kann 
ein Fugenklappen um eine Kante n, einübten, in der Gleichung Huh,^qX, 
B«cbl. Htabuiik, I. 13 
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wird dann das Gleichgewicht gestört H > - , ' . Andererseits kann H 
zu klein sein, infolgodesRen kann ein Rutschen der ganzen Masse oder ein 

Fig. JOS. 




Herausrutüchen der einzelnen Steine eintreten. Beides können wir ver- 
meiden, wenn wir die beiden Schichten mit einer gleichmässig verteilteu 
Last K belasten, hinterlegen, hintermauem, welche die Reibung vermehrt 
und einem Klappen nach oben entgegenwirkt; es käme nur darauf an, 
die Steinschicht stark genug zu machen, damit sie ancli nicht zerdrückt, 
zerbröckelt werde. 

Wir wollen uns statt der gleichmässig verteilten Gesamtlast, aus dem 
Eigengewicht P und noch einer sog. zulälligen Last K bestehend, eine 
konzentrierte Last Q Klg. in der Mitte angreifend denken, dann zerlegt 

J*_ ™ u ,™J V 17^ ;„* " — ,.;■. a „„j " 
2H, 

Zerlegung in n fiÜirt, wie uns bekannt {S. 1 

H seitlicli auf das Widerlager einwirkt. 

Die letzten Gleichungen fUhren zu 

J* „r,A TI — __"_ 

tgß 



eich- 



(1) 



= sin ß und 



H 
67) zu S, . 



= tang 
. Q 



p. Die 
während 



H, = 



und H = 
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Setzt man in diese cotg ^ = -öt und Itei-ücksicLügt, dasa 



2b 



- 1^1+cotg'ß 



, dann folgt 



. Q , 



i h ■ 



B 



f ■ ■ • • ■ ; « 

Lassen wir H in n, angreifen und P -j- K im Schwerpunkt S, dann 
wir aus der Monientengleicliung 
P + K 



H = 



= Hb, 
P + K \ 



(1.) 



2 1) 

Ans diesen Gleichungen läset sieb unmittelbar auf die Dimensionen 
, wenn bekannt ist, wieviel Druck ein Stein pro G" oder pro 
O"" aushalten kann. Hj muss gross genug sein, damit durch den darauf- 
Uegenden Druck keine Steine durchrutschen. 

Man iilwrsiebt mui. flass H, Hj, also auch die Dimensionen der 
Steinsätze grösser werden, wenn 1 (V) wächst oder b kleiner wiitl. 

Wiiide man die Gl. h, zur Bestimmung der Dimensionen verwenden, 
und würdi' ein B" breiter Stein von der Höbe e", eBsKlg., also sKlg. 
pro D" Druck aushalten können, dann erhalt mau die Foiinel 

eBs = '^,- y4b» + l*. 
4b 

Die Stärke einer B = l"" breiten Schicht wäre dann 

Wenn b ^ V« I, s = 70000 Klg. pro O-", dann folgt 

= 0,000016 Q. 
£iDe Steinschicht tou e^0,2Ö"' und I" Breite wüi-de 

^ ^ OOoÖoie ^ ^^ ^^° ^^' *^'^^° können. 
Eine giinstigei-e A'ert^ilung des Druckes erhalten wir, wenn H un- 
telbai* senki-ecbt auf die St^inscbicbt wirkt, oder wü-ken kann, und 
»i ftbei" wieder der Druck möglichst durch die Mitte der Steine fiibrt 
B mr Auflage am Widerlager. Wenden wir darum statt einer geraden eine 
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gebrochene oder in Bogenform ausgefiihrte Steinschicht an, dann ißt zu- 
gleich auch die Winkellage der Steine günstiger; diese müssen eine immer 

Flg. 209. 



A^* 




etwas konische Form erhalten, wodurch sie nicht so gefährdet sind, wie 
oben angedeutet bei der geraden, ev. Sehnenform. Eine solche Zusammen- 
stellimg heisst ein Gewölbe. Die Figuren 209 und 213 sollen uns den 
Kräftezug, die Verteilung der Kraflwirkung in einem Gewölbe andeuten 
imd erklären. 

Die von der Belastung herrührende Horizontalkraft H und Yertikal- 
kraft Q bilden die Resultante P, ; diese zerlegen wir in Hj und P,, P, 
wirkt auf die nächste Schicht, H^ sucht ein Kippen zu veranlassen; P, 
zerlegt sich in H, und P, u. s. w. bis die letzte Kraft P„ auf das Widern 
lager einwirkt. Der Linienzug ab cd ... . muss inmitten der Steine bld- 
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ben, die GewölbstÄrke e muss gross genug sein, damit die Kräfte H 
keinen Einfluss ausüben können. Bezeichnen wir die Winkel in den 

Fig. 210. Fig. 21U. 





Fig. 211. 




Fig. 212. 




Kräftedr^iecken mit ßißgßs • • • Ti Y2 Ys • • • ^^^ *i = ^80 — (ß, +T,), 
% = 180 — (ßg + Y3), ^3 = 180 — (ßa + Ti^ • • V so übersieht man 
leicht den Zusammenhang zwischen <C ß und y; nämlich 

Ti = 90- ß^; T, = Yi - (90 - M = ßs - ßn 
Y3 = 90— ß, - (90 - M = ßs - ß„ 
Y^ = ß^ — ßj ; Yg == ßg — ßi . . M somit auch eingesetzt, 
^,= 180— ß„ ^, = 180— ßa, *, = 180 — ß^ . . . 
Die Zerlegungen ergeben H = Pj cos ß^, imd 

Pj : sin ^, = Pj : sin ßj , 
Pg : sin ^2 = P3 : sin ß^ , 
P3 : sin ^3 = P4 : sin ßj. 
Hieraus findet man, obige Winkel berücksichtigt, 



Pisinß^ _p ^ 



sin^i 



sin ßi 
sin ß 



2 



_ sinßg _ smßa 
^8 — ^2 iir^:~ — ^2 



P4 = P 



8 



sin ^2 
sinßa 
sin ß^ 



sinßa 
oder 
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H 



P — ■ p 

>~C08ß, ' ^* 
tg . 

sinßs 



P. = 



H sinßi 
cos ßi sin ß, 

tgß, 



cos Pi cos Pi sm P2 

IT tgßi . p _ii tgßi 
sm P3 • sin P4 

Fig. 218. 



sinß,' 



• • 




Aus dem oberen Dreieck folgt -rr = tg ßj , man kann also auch 

xl 

Q 



setzen , weil hiemach H = 



(1) • 



Pi = 



Q 



tgß, 
, P,= 



und Htgß, =Q, 



Q 



, P3 = 



Q 



sinßi' ** sinß,' ** sinß, 
Je kleiner die Winkel ß, je flacher das Gewölbe ausgeführt wird, 

um so grösser werden die Kräfte P, lun so stärker muss das Gewölbe 

werden. 

Sind alle Winkel ß gleich, dann resultiert die obige Sehnenfoim, 

Q 



Fig. 208 , und es wd P^ = Hj = 



sinß ' 



GL h. Das Gewölbe übt 



auf das Widerlager den Vertikaldruck S und den Schub N aus, beide 
Teilkräfte ergeben sich durch Zerlegung aus der letzten Kraft P«. — 
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Die HorizüiitaJkriifte H tindet niau aus den Proportioiien t'ig, 209 
H, : aiii Tg = P, : sin j , , 
H, : sin Ya = 1% : sin ^j,, 
Hj : Bill 74 = P3 : sin ^3- 



Aus diesen folgt: 

H| = Pi 
H, = P, 



sin ß^ ' 



sin (ßa — ^1) 

sin ?, ' 

BJU ik — ^ 3) 



Setzt man in diese Gleichungen die Ausdiücke von (1) ein, dann 
ägt nach Auflösungen der ti-ig. Funktionen und den notigen Reduktionen 
H = Qcotgßt, 

H, -Q(cotgß, — cotg?,), 

H, =Q(totg^,— cotgiJ^) (m) 

Hj = Q (cotg ^3 — cotg ^J. 

Die vorstehenden Gleichungen (1, m) sagen aiis, dass ein flaches Ge- 
rVölbe einen grossen Seitendruck auszuhalfen hat (ß klein), dasa je grösser 
?, ein hohes Gewölbe, der Seitendnick mehr und mehr vorschwindet, hin- 
gegen der VcrtikaJdruck sich nielir der vertikalen Last nähert, für ßj = 90° 
, wird Gl. I Pj = Q. Flache Gewöll>e ^Segmente) , Fig. 210, benötigen 
Tiach stärkei« Widerlager als hohe Gewölbe, Fig. 211 (Kreisbogen, 
pitzbogen), die iiber wieder verhältnismässig scliwächer sein können. 

Eine mittlere Form (elliptische Gewölbe) dürfte allen Anforderungen 
»lüge leisten, Fig. '212. 

Die Kräfte P und H werden in der Nälie des Scheitels gross, nach 
1 Kämpfern zu werden die Kräfte H kleiner, und nähern sich die Kräfte 
' der Vertikalbelastmig, weil ß im ersleren Fall klein, nach den Wider- 
1 gross wii-d. Ein Abnitschen der Steine ist demnach mehr 
i dem Scheitel zu zu befürchten. — 

In Fig. 213 haben wir eine gleichmäasig verteilte Last auf dem (Je- 
! angenommen, und diese mit der Hintennauenmg imd dem Gewölbe 
Teüe zerlegt Qi, Q,, Q3 . . . Im Scheitel wirkt die Kraft H, welche 
t Q, die Teilkraft P, füi- das zweite Gewölbeelement (als Kesidtante 
I H und Q, ) bildet, P, mit dem Gewicht des zweiten Gewichtsele- 
nites Q, bildet die Resultante P,. zugleich wieder 'l'eilkraft mit Q^ u. t 
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Die letzte Kraft Pg wirkt auf das Widerlager, und zerlegt sich in S 
und N. 

Die gebrochene Linie abcd ... ist die Druck- oder Wider- 
standslinie, welche sich mehr und mehr einer Kurve (Parabel) nähert, 
je kleiner die Gewichtseinteilung gewählt wird. 

Ist H die horizontale Kraft in der Scheitelftige; sind ß, y, ^ die 
Kräft^dreieckswinkel, dann findet man leicht aus den ähnUchen Dreiecken 
die folgenden Winkelbeziehungen: 

Ti=90 — ß„ 

T2=90-(ß, + ß.), 
T8=90-(ß, +ß, + ß,). 

^, = 90, 

^, = 180-(Y,+ß,) = 90 + ß,, 

% = 180 - (Y, + ß,) = 90 + (ßi + ß,), 

\ = 180 - (74 + ß*) = 90 + (ß, + ß, + ß,). 

Die Kräfbebeziehungen in den Dreiecken bb,b„, cc,c,,, dd, d,, ... 
sind nach dem Sinussatz (S. Parallelogramm der Ki*äfte): 

P =-^ 

' sin ß, ' 

Pj : sin Y = Pg : sin ^^ = Q, : sin ßj , 
Pg : sin Ys = Ps : sin ^3 = Q3 : sm ßj, 
P3 : sin y^ = P^ : sin ^^ = Q^ : sin ß^. 

Verbindet man die letzten Proportionen, um P, , P3, P4 ... ab- 
hängig von Qs , Qg , Q4 • • • zu gewinnen und setzt die obigen Winkel 
ein, dann erhält man nach der nötigen Reduktion, 

P — Qi P _A stP^« _ r. cosßi 
'~ sinß,' ^* -^« sinß, ""^^ sinß, ' 

C0S(ßt + ß,-t-ß» + ---ß4-l) 

sm ß^ 
Die rechtwinkeUge Zerlegung am Widerleger Uefert die Teilkräfte 

/^N fN = P.cos(ßi + ß,+ßs + ... + ßJ 

\^ ' * * " lS = P.sin(ß, + ß,+ß8+... + ß4) 

die oberen ersten Proportionen geben die Beziehimgen der KrilAe P 

unter sich. 
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Aus den vorstehenden Formeln lassen sich dieselben Schlüsse ziehen, 
wie im ersten Fall. Die einzelnen Parallelogramme in Fig. 213 kann 
man selbstverständlich auch konstruieren, wenn die Werte von H, Q^ Q2 . . • 
bekannt sind, und müssen die Gewölbsteine senkrecht auf den resultieren- 
den Linienzug stehen; wir werden aber weiter unten noch ein einfacheres 
Konstruktionsverfiahren kennen lernen in der Anwendung der Grapho- 
statik, welches uns zugleich auch die Kräfte H, N und S erkennen 
lässt — 

Bezeichnet man das Eigengewicht des Gewölbes mit P, die gleich- 
massig verteilte Last, welche das Gewölbe ausser diesem Eigengewicht 

P + K 



tragen soll, mit K, dann ist für das halbe Gewölbe Q = 



Diese 



Kraft greift, Fig. 214, im Schwerpunkt S an. Zur Bestimmung der 
Kraft H, hat man sonach allgemein, s. GL Ij, Hb = QX, um das Kippen 
um u zu verhindern, woraus 



Sucht man für irgend eine Ge- 
wölbeform einen Ausdruck fiir X, der 
jedenfalls von der Spannweite 1 ab- 
hängen muss, zu gewinnen, dann 
kann man H, wenn Last und Eigen- 
gewicht bekannt, berechnen. Kann 
nun 1 D" einer B" breiten Gewölbe- 
schicht, deren Stärke e"*, sKlg. ohne 
zerstört zu werden mit genügender 
Sicherheit tragen, dann kann man aus 

eBs = H . . (83a) 



Fig. 214. 





^ 


'^'^ 






x 


^ 


A^ 




r 


?^ > 


1 


6 


^ 




/> ^ 




t-^ 

■> 


' 









Q 



die Dimensionen folgern, welche man dem Gewölbescheitel geben muss. 

P + K X 
Durch Gleichsetzung mit (83) erhält man eBs = — ^ r- und für 



B=l- Breite, 



P + K X 



Die hieraus abgeleitete praktische (empirische) Formel ist, wenn (i, 
und c zwei Koefficienten, G Gesamtlast 



e = 



G 1 



(I. bs 
welche auch noch weiter reduciert wird. 



+ c, 



(84 a) 
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FJg. 215. 




Es sei in nebenstehender 
Figur ein halbes Kreissegment- 
gewölbe dargestellt 

Die Schwerpunktsentfemimg 
OS ist nach S. 98 

HQ—«/ R* — r' sing 

Es wild dann 
X = -^ OSsina, 



und weil 



1 



= rsin2a, 



so folgt 



(p) 



. - „ R — r' sm*a 

X =: r sin 2 a — */. -=-^ j- 

" R* — r* a 



IC 



Für den Halbkreis (Tonnengewölbe) erhält man 2a ^90°, a = -j 

Die Formel (p) liefert für verschiedene Kreislängen 
Halbkreis- '/g Kreis- Va Kreisgewölbe 

Bogen * = -7- 
2a = 90» 



67»/,° 



V.it 



60' 



R« r* R» r* R* r* 

\ = r - 0,424 g,_];, 0,974r-0,348|^— ^ 0,866r-0,318|j-;^ 



V* Kreis- 



45° 



Vg Kreis- 
30" 



% Kreisgewölbe 

22V,° 

R« r* R« r* R* r* 

0,7 r — 0,266^^ — V 0,6 r — 0,173^^ — -^ 0,38r — 0,130^^ — -.. 
' R* — r* R* — r* R' — r* 

Setzt man in Gl. (p) r = ^ . ^ — , R = r + e, dann erhält man nach 

^' 2 sm 2 a 

gehöriger Reduktion 



(Pi) 



x = 



1 



1 — 



tg 



(±) ' +1 

g V e/ 2sin2tt ^ 
V e / sm 2 a -• 
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. . . 1 . e . 

Hierin ist -^ die halbe Spannweite, -y- die relative Grösse der Schei- 
telstärke, im Verhältnis zur Spannweite stehend. 
Für die verschiedenen Kreislängen erhält man: 

■i o + ■ 



Halbki'eisgewölbe X = — 



1 — 1,27 



'/g Kreisgewölbe X = -„ 



1 — 1,13 



(1) + ^ 
0,54(1)+! 



b = 



1 



Vs Kreisgewölbe ^ = -j^ 



1 



1 



1 — 1,10 



V* Kreisgewölbe \ = -^ 



1 — 1,06 



1,08(1) + 
0^58(1)^+ 
1,16(1) + ! _ 
0^70(1)^+ 
M0(M + 1_ 



b = 0,334 1 



; b = 0,2881 



; b = 0,2081 



Ve Kreisgewölbe X ^ — 



1 — 



(-!)+ 



1 



<I)+'J 



; b — 0,1341 



'/g Kreisbogen 



-i 



1 



1—0,99 



H^) + 



^Kl)+ 



l 



; b = 0,ll 



Die Bogenhöhe abhängig von der Sehne ist 

b = ,^ . o (1 — cos 2 a) 

2 sm 2 a 

Kombiniert man die Gl. 84 und (p^) derart miteinander, dass man 



(q) 



tang« ^^ 



1 



1 



a 
sich für 



' { 



VT—. — s — = v und — r-7i — = 2v setzt, dann ergiebt 
2 sin 2 a sm 2 a " 



e^ 



P + K 1 
2bs 2 



1 — u 



(1)+ ' 



, hieraus 
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(1)= 



(l)+ 



V ( — ) -I- 1 

1— u- 



2v 
e 



. ^ 1 P + K 
4 bs 



Löst man diese Gleichung auf nach ( -p ) , dann erhält man 
schUesslich : 

-f = y[V"[2v + C(u-l)]« + 4Cv(2-u)-[2v+C(u-l)]]; 

setzt man C zurück , dann ist die Scheitelstärke des Kreisgewölbes iiir 
einen beUebigen Ki'eisbogen, für die Konstanten u und v, die aus obiger 
Tabelle zu entnehmen sind, 



=m 



o I * P + K / ,J» P + K ,- , 



(84b) _[2v + -?+^5(u-l)] 

Für ein Vi Ivreisgewölbe würde, u = 1,06, v=0,70; für den Sechstel- 
und Achtelsegmentbogen wird u = l. 

Diese erhalten die theoretische Stärke 



(84 c) 



=i!K-+^^«]- 



Mit Rücksicht auf die Formel 84 a kann man angenähert setzen für 

kleine und mittlere Brücken -Gewölbe*), X = -r-und 

4 

Für Gewölbe, welche wenig oder nur ihr Eigengewicht zu tragen 
haben, wird die Konstande c kleiner; eine solche müsste in der Praxis 
auch den Formeln 84b und 84c zugefügt werden. — 

Für ein elliptisches Gewölbe kann man genau genügend (S. S. 98) 

setzen X = 0,4 ( o~ ) = 0,2 1; man erhält dann nach Gl. 84, bezw. 84a, 

(84e) .... e = c-f-i-(P + K)-^. 

Bemerkung. Der Festigkeitskoefficient s**) schwankt zwischen 
s = 30 000 bis 70 000 Klg. pro D-. 

*) S. d. demnächst erscheinenden Brückenbau d. Verf. 
**) S. Festigkeitslehre. 
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I)as Eigenewicht ist nniiiüieiTid, nenn o das spez, (.iewicht 
P = 5001o(b + 0,6) Klg. 
für eine l" breit« Brücke. 

Beispiele. 1) Eine Rriicke von 1^5° Spannweite, 5° Breite in 
HalbkrcisCbrm ausgelUlu-t, b = 2,5" soll eine Belastung K, ^^ 40 000 Klg. 
ti-agen. Das Eigengewicht wollen wir annehmen bei o^^2 spez. Gew. 
zu P= 500-5-2(2,5 + 0,6)= 15000 Klg. abg., so dass also auf 1" 
Broite reduciert K = 8000 und P -[- K = 23 000 einzuführen wäre. 

Nach obigen Angaben S. 203 ist u= 1,27, v='/,=0,5; gleich- 
zeitig mit 8 = 500000 Klg. in Gl. 84b eingesetzt, folgt 



Wb-h 



1 23 000 
4 2,5-50000' 
f 1 23000 

r'j ' 



,(1,27-1) + 



23 000 1 
2,5-50000 2 



(2—1.27) 



S (1.27-1) 



= 0,08°". 



■ 2,5-50000 '■ 

1^ 2,5 {y [1 + 0,0124]* + 0,067 — (1 + 0,0I24)| = 
Hierzu die Konstante c =^ 0,25 wird e ^ 0,33"'. 
Nach 84d erhält man 

23 000-5 
"8-50000-2.5" 

2) Es sei eine Brücke mit SognientlKigen toii I = 5" Spannweite 
i Viertelkreis und (li-rsclben Breite jind Belastimg, wie im vorigen Bei- 
1 berecbnen; P + K = 23 000 Klg., s = 50 000 Klg. pro D-. 
Nach S. 203 ist b = 0,208 1 = 1.04", u = 1,06, v = 0,7. 
Man erhält nach Ol. 84 b 



e = 0,26 + „ 



= 0,25 + 0,12 = 0,37-. 



m 



2-0,7 -fV, 



23 000 
1,04-50000 



-(2 0,7 + 



(1,06-1)1 + 
23000 



23 000 
p4-600(rd 



0,7(2—1,06) 



41,04-50000 
(l.i 



oö(''°«-'>)| 



= '/. 1/[14 + 0,0067]' + 0,3 -(1,4 + 0,0087)1 = % -0,11 = 0,27. 

Hierzu die Konstante 0,25, folgt e = 0,52". 

Ein elliptischer Bogeu würde eine Sclieitelstärke des Gewölbes nacll 
I Meieni, 

e = 0,25 +j^ 23000 -,j-^4g55j = 0,47-. 

3) Bei sehr schwachen mhenden Belastungen, wie sie meist im 

'hhaa vorkommen, winl der Kofticient c auch, wenn es möglich ist 

B Belastung noch anzugeben, kleiner angenommen bis c = 0,1°; andern- 
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falls, wenn kaum eine Belastung vorliegt, wird die Gewötl>stilrkc 
proportional tic-- Spannweite gesetzt, indem theoretiscli zu geringe Dimen- 
sionen erzielt werden. 

Ist für ein Gewölbe P+K^lOOOKIg., 1 = 1,2"; und wird Vb Kn-is- 
bogen, also b =: 0,134 ■ 1,2 = 0,16" Pfeilhöhe vorausgesetzt, dann erhült 
man nach Gl. 84c, weil u = 1, v ;= 1 , bei s ^ 30000 Klg. (Minimum). 

lönö „I 



f -2'y ■*''"o;i6-30ooo ' ^ 

Hierzu O,!" (Minimum) giebt abg. eine Steinatärke (Rollachicfat). j^ 
Wollen wir endlich untersuchen, ob die Steine am Sdieitel heratn- 

rtitschen. dann dient uns Gl. 83a zur Berechnung von H; fiir B ^ 1, 

e = 0,04 folgt H = e ■ 8 = 0,04 ■ 30 000 = 1200 Klg. 
H, 

iqi ' 

1000 



Gl. 81 liefert cotg n 



^ O.Ol". 



dip Beliistung pi-o lauf, Meter ist 



1.2 
cotea = 



= 833, H, = H gesetzt, folgt der Reibungswinkel 



1200-2 
833 - 1,2 



= 2,4, tga = 



= 0,417, a = 22'30. 



Unter diesem Winkel, bezw. dem Rdbungskoeöicient 9 = 0,417 ist 
kein AbrutßcJien zu befürchten. In der Nähe der Kämpfer liegen die 
Steine ohnedies günstiger. 



1 

ist 
die 



Jedes Gewollte stützt sich seitlich auf die Widerlager, weliälti 
nach der Gewülbeform einen grösaei-eu oder geringeren Seitendmck am 
zuhalten haben, und also wie die StüUmauem durch ihr Gewicjit *'or 
Umkanten und einer etwaigen borizontalen Vei-schiebung zu sichern sinil. 
Das Fundament muss natürlich den endgültigen vertikalen Ki'äft«ii clnrdi 
seine Festigkeit Widerstand leisten. Wir werden in der Graphostatüc, 
wie schon angedeutet, noch nälier hierauf zurückkommen. 

Die Resultante ans N und S, also die Widerlagerkraft P,. bildet, 
wie in Fig. 216 angedeutet, mit dem GewirJit ilea Widerlagers die Kcsul* 
tajit« It (S. auch Fig. 202), diese muss innerhalb iJer Basis füllen. R zer- 
legt sich wieder in V und T. Letztere sucht die Iteibung des Wid 
lagers zu iil)erwindeu, \' hingegen das Fundament zu zerdrücken. 

Fiir sehr flache Gewollte ist auch annähernd P, = H, Gl. h, , S. 1 

Setzen wir hier wegen der gleiclunassigen Verteilung der Last j 

<J = ^^4^. so folgt 



(') 



H, = ^ 



- V4b> + 1'. 



Stabilität der Gewölbe. 
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Für das letzte Beispiel würde 

^^° 1^4.0,16«+ 1,2« = 580 Klg. 



Hx = 



8-0,16 



Fig. 216. 




^JF y 



Ist das Widerlager h"" hoch, die Basis b" breit, dann folgt nach 
GL 77, S. 176, das Gewicht des Widerlagers 

H^h _ 2^^ 
^~ b/2 ~ b * 
IV. Gleichgewicht und Kräfteverteilung in (verstrebten) 
Erahngerüsten. 

Wir nahmen bereits früher bei der Besprechung des Parallelogrammes 
der Kräfte die Gelegenheit wahr, dasselbe auf die Kräfteverteilung in 
einigen Krahngerüsten anzuwenden; wir wollen nun mit Rücksicht auf 
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die inzwischen besprochenen Grundsätze weiter auf die Theorie der Krahn- 

gerüste eingehen. — 

Fig. 217. Man kann die Krahnen 

einteilen in solche , welche 

a. einen Kreisnmfang be- 
r herrschen; Fig. 61 bis 66, 

Fig. 217 bis 221, Fig. 230 
u. s. w; 

b. eine Kreisfläche be- 
herrschen, Fig. 227; 

c. Krahngerüste, welche 
nur eine senkrechte Höhe 
beherrschen, Fig. 222, 223, 
229; 

d. Krahnen (Laufkrah- 
nen), welche einen acht- 
eckigen Raum beherrschen; 
Fig. 224, 225, 226. 





In Bezug auf ihre Betriebskraft kann man sie in Hand-, Dampf und 
hydraulische Krahnen (auch Accumulatorenbetrieb*) einteilen.**) 



*) Eäne Aafspeichening an Kraft; beispielsweise Grewichte, welche wfthrend 
ihres Niedersinkens anf eine Wassersäule wirken nnd Arbeit verrichten. 

**) Der elektrische Betrieb ist bis jetst noch wenig für Erahnen in Anwendimg. 
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Flg. 219. 



Endlich in Bezug auf ihre Konstruktion in einfach verstrebte; Fig. 61 
bis 66;* doppelt verstrebte, Fig. 68, 219; mit vorspringender Ausladung, 
Fig. 217, 218. In Erahnen niit 
tiefen und flachen Fundamenten, 
Fig. 219, 220; in Fachwerkskrah- 
nen, Fig. 232, 231; in Blechkrah- 
nen, Fig. 221, und Krahnen mit 
und ohne Krahnsäule, Fig. 217. 

Wir haben hier die hauptsäch- 
lichsten Konstruktionen und An- 
ordnungen berührt, auf die wir 
in unseren Betrachtungen zurück- jt^^^^^^w/zmmiM^M 
kommen werden, allerdings erst 
zum Teil in späteren Kapiteln. 
Die Beredmung der Dimensionen 
würde sich einteilen in die der 
Elemente: Winde (einfache, dop- 
pelte oder Differential-), Flaschen- 

Flg. 220. 



I 




'^IP^^HHv^^!^^^ 






1/ 




Züge, Krahnzapfen (mit und ohne Friktionsrollen), Fundamentberechnung; 
in die Berechnung der Dimensionen der Gerüste; auch hierauf werden 

Heohi, MCdMBik. I. 14 
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wii' in den späteren Anwendungen zurückkommen. Im Anschluss an die 
jfrüheren Zerlegungen begnügen wir uns an dieser S^lle nur mit der 
Feststellung der Kräfte. 

Fig. 221. 




Fig 222. 




Denken wir uns einen Krahn, wir haben Fig. 218 oder 220 im Auge, 
aus seinen beiden Befestigungsdrehpunkten, Krahnzapfen, herausgenommen 
und durch zwei KnÜle P4P, gehalten, so wird ihn die obere Kraft P4, 
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Fig. 223. 



wenn kein Gleichgewicht vorhanden, um die untere Stütze nach links 
drehen. Gleichgewicht tritt ein, wenn 

P^h = Qa + G8, bezw. 

P,h = Qa + Gs, 
worin Q die Last, G das 
Eigengewicht im Schwer- 
punkt angreifend, in der 
Entfernung s vom Dreh- 
punkt 

Käme die imtere Zapfen- 
kraft zur Wirkung, um eine 
Drehung des oberen Zapfens ^^^ ^^^ 
auszufuhren, dann gilt offen- 
bar dieselbe Momentenglei- 
chung; aus derselben folgt ^ 
der Zapfenseitendruck 




, _p Qa + <^8 

4 — '^S — S • 



(85) 



Fig. 224. 




In den meisten Fällen der Praxis ist im Maximum G = Q, s = Vs a,*) 
man erhält dann 

a 



P4=Ps = */sQ 



(85 a) 



^) Ffir gewöhnlich kann man auch setzen G = 0,8Q, s^Viai und <!&« ^^ 
wicht der drehbaren Teile 0|& Q. 

14* 
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Je grösser die Ausladuiig, und je kleiner die Höhe, um so stärker 
der Zapfendruck. 

Fig. 225. 




'Z/JW/a 



G, 



M 



* — I + 



fmf/v///y//^^^///^^ V///»^//^Mmt'K^/yy/!^ 



^ 



Flg. 226. 






Der untere Zapfen muss aber ausser obigem Seitendruck noch einen 
vertikalen Druck aushalten, Fig. 227, 228 etc., man kami liierfür veran- 
schlagen (S. S. 217) 

(851)) P, =G + Q. 

Die vorstehenden Gleichungen dienen zur Berechnung der Dimen- 
sionen, aber auch, um dann nach Gl. 7i das Zapfenreibungsmoment zu 
berechnen. Würde dasselbe zur Drehung des Krahnes zu gross aus&Ilen, 
dann lässt es sich nach einer der Gl. 72 durch geeignete Friktionsrollen 
verringern. In beiden Fällen kann noch ein Betriebswindwerk, dessen 
Hauptdimensionen sich nach Gl. 32 berechnen, m Anwendung kommen. 
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Die Ivrahnsäule hat den Gesamh'ei-tikaltU'uck &ui 
zeitig mu88 sie aber auch auf die Momente, Fig. 227, 



tuhalteii . gleicli- 



Iwrecliiiet werden. 

Ähnlicli ist es mit dem 
otiereii horizontuleii Kralin- ■ 
lialkeii. Derselbe ist ausser 
dor schon frülier bemerkten 
Zugkraft ev. eiuem Mitment 
ausgesetzt 

Mg = Qa,, (86a) 
welches bei m als Diuch- 
moment wirkt. 

Steht die Last an einem 
Ki-ahuwagen hängend zwi- 
schen m und mj, daim ist 
nach Fig. 227 das gi-Össte 
Uruchni"meiit füi- ni,ni. 



(86) 



Flg. MT. 



-Q(a-«.). 



, . . . (861)) 

In den obigen GleichuDgen, 8. 68 etc., setzten wir die Last Q un- 
mittelbar im m wirkend voraus mid giiiiideten hierauf diu Zerlegung. 
Ist der Träger weiter als m ausgeladen, wie in Fig. 218 und 227 ange- 
deatet, dann wäre fiir Q in den oben entwickelten Gleichungen, S. 68 u. s. w. 



= <! 



(87) 



aus dem Moment K (a — ai) = Qa einzuführen. 

Will man das Eigengewicht des Kmhues G ^ Q mit in Reclmung 
:;iehen in den obigen Gleichungen S, 68 etc., dann ist Q um '/^ cirka zu 
\ ei-grüssem ; weil, wenn ü in der Entfernung e ^ Vj * "aci" "i, verlegt, 
mit der ICraft '/» ^ wirken miisste, 

Auch in der Anordnung, Fig. 217, haben wir in der Druckstrebe 
I Moment, welches sich leicht übersehen liisst, dasselbe ist 

Mj =Qa, =Kao = aoQsina (86c) 

Die Ausdehnung des Fundamentes, bezw. das Gewicht desselben muss 
t gnws sein, dass es lielastet vollständig frei liegend, stabil ist imd soll 
t solche Flächenansdehnuug haben, daas es nicht zerdrückt, zei'stört 
len kann. 
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Auf das Fundament drückt die Kraft Pq, diese mit dem Fundament- 

gewicht U, Fig. 219, 220, wirkten an dem Hebelarm -^, der halben 

Fimdamentbreite. Man nimmt die letztere gewöhnlich oben an und setzt 

es nach der Tiefe zu ab, führt es nach unten zu breiter, staffelformig aus. 

Die Kraft Pj unten wirkt am Hebelarm t Aus der Stabilitäts- 

gleichung um die Kante u, P3t = (U + Po)-h- folgt das Gewicht des 

Fundamentes 

(88) U = -^P3-Po. 

In U ist zugleich das Gewicht der Fundamentplatte enthalten. 

Die Befestigung der Krahne erfolgt durch Fundamentschrauben. Ist 
Fig. 218, 220, B die Plattenbreite, S die Kraft, welche zum Befestigen 
auf der einen (hier rechten) Seite crforderiich ist, dann findet man aus 
der Gleichung 

PJi = SB, 

P li 

(88a) 8=-:^. 

Wenn S zu klein, die Schrauben zu schwach und abreissen würden, 
dann fände um die Unke Plattenkante ein Umkippen des ganzen Bau- 
werkes statt. 

In Fig. 218 ist noch das Gewicht des hinteren Fundamentklotzes zu 
bestimmen, auf welchem die Kraft P5 unter dem < 9 einwirkt. 

Die Kraft P5 ist die Resultante aus P4 und Pg (S. auch Fig. 56), 
letztere wirkt mit als Druckkraft auf die Säule und deren Fundament 
Man findet 

(P,=P,cotg9, 

P --^ 

® sm 9 

P5 sucht imter 90 — 9 das Fundament zu heben und ist P,=P5 sin 9 
oder P5 eingesetzt, P, = P4, somit kommt die Momentengleichung zur 
Geltung 

P^ t, = Uj -^- ; hieraus ist das Gewicht 

(88b) u,=A^«A.. 

Der transportabel Kralm Fig. 226 ruht als Drehkrahn auf einem 
Eisenbahnwagen. Am hinteren Ende des Wagens befindet sich ein (ge- 



(89) 
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wohnlich verstellbares) Gewicht Gq, welches am Hebelarm Xq der Krahn- 
last Q imd dem Krahngewicht 6 das Gleichgewicht halten soll, so dass 
der Erahn nicht überkippen kann. 
Es tritt Gleichgewicht ein, wenn 

GoXo = Qa 4" Gs oder 






(90) 



[Für solche Krahnen ist gewöhnlich a = 4'", s = l", G = */4 Q, 
Xo = 3" zu setzen.] 

Am Schwerpunkt des Wagens wirkt die senkrechte Last G + Gq + W, 
worin W das Wagengewicht selbst ist. Um vollkommen sicher zu sein, 
dass die Last Q kein Kippen um die vordere Wagenachse veranlasst, 
muss der Eadstand c nicht zu klein angenommen werden (gewöhnhch ist 
c kleiner als die Spurweite der Schienen) und muss die Summe der obigen 
Gewichte gross genug sein, so dass wenigstens 



c 



(G + fto+W)-J->Qa 



(90a) 



Die beistehende Fig. 228 stellt ein Krahngerüst dar (s. auch Fig. 63). 
Es sollen mit Berücksichtigung des Kettenzuges p die Kräfte Pj und Pg 



Fig. 228. 




in den Streben bestimmt werden, ohne Rücksicht auf eine trigonometrische 
Zerlegung. Man gelangt zum Ziele, wenn man sich ein solches oder die 
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noch weiter unten zu betrachtenden Gerüste an passenden Stellen durch- 
schneidet, und die Momentengleichungen für günstig gewählte Dreh- 
punkte aufstellt, in welchen die zu bestimmenden Kräfte enthalten sind*); 
denn für jeden beüebigen am besten in der Hauptebene des Bauwerkes 
hegenden Drehpunkt muss dasselbe im Gleichgewicht sein. 

Betrachtet man B als Drehpunkt und schneidet bei A durch, dann 
erhält mail wieder Gleichgewicht, wenn in den durchschnittenen Teilen 
die Kräfte p und P^ an ihren Hebelarmen fj + m und f^ zur Wirkung 
kommen, die diesbezügUche Momentengleichung lautet 
(a) . . . . . Qa + Gs = P,f, +p(fi+m). 

Eane Drehung um A fülirt zu der Momentengleichung 
(b) Pj4 +pm = Qa + Gs. 

Q ist liier Nutzlast, G Eigengewicht; fjfj die Hebelarme senkrecht 
auf die Kraftrichtungeu. 

Aus den Gl. a und b erhält man 



(91) 



Die Hebelarme fj fg lassen sich folgendennassen auf die Hauptdünen- 
sionen H, a, h zurückiiihren. 

Setzt man CB = 1, CA = li, dann ist 

(c) . . . 1 = /H^ + a«, P = -/a« + (H - h)«. 

Nun ist /\ADB~CBF, weil <B = <:;C in diesen Dreiecken, 
ebenso /^^ ABE ^^ AGC, weil bei A ein Scheitelwinkel, somit verhält sich 

4 : h = BF : 1 oder 
fg : h = a : 1, woraus 

fg = -^j— = _^ wenn Gl. c eingeführt vnrd. 



p, 

p» 




Qa 


+ G8 — 


P(f.+ 


m) 


Qs 


f. 

i + Gs- 


-pra 


> 




4 


• 





1 /H^ + a 

Femer fj : h = a : Ij, woraus 

„ ah all 

h — ~i — 



2 



•i /a« + (H— h)« ' 
Ent^vickelt man aus der zweiten Gl. 91 pm, und setzt dessen Aus- 
druck in die erste ein, so folgt 

_ Qa + G8-pft-[Qa + Gs-P, f;] {, 

W ^1 f ^2 "f P* 

^1 h 



♦) Momentenmethode von Ritter. 
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In GL 91 und (d) die Werte tür f^ und fg gesetzt, erhält man nach 
kurzer Reduktion 

^,- } . • • (91a) 

F -r l A'+(H-h )' 

Bedenkt man, dass Qa + G8 = P^h, so ist auch 

F, = VÜ^T^{^*^^^) (91b) 

Vernachlässigt man den Kettenzug p und das Eigengewicht G (oder 
nimmt man, wie schon bemerkt, Q um Vs Ws V4 grösser an, um das 
Eigengewicht in Rücksicht zu ziehen), dann vereinfachen sich obige 
Gleichungen. Man erhält 

P3==^1^5lil5lQa = -^/Hr^ und 
* ah h ' ' 

Mit Rücksicht auf die Winkel a und ß ist 

a a . ^ L ah 

sm a = -5- = —=====rj sm p = -^ = 



) . (91c) 



1 -/H^ + a« ' \ -/H^ + a« ■/a« + (H— h)« ' 

• 1^ Q\ ö. a 

^ "Ü" V'(ir-h)« + a»' 

Setzt man diese Wei-te in die oben entwickelten Gl. h und i, S. 70, 

^ ^ sm ß ' * ^ sm ß ' 
dann erhält man die gleichen Ausdrücke, wie die soeben in Gl. 91c ge- 
fundenen. 

Lässt man den Krahn um C drehen, dann ist Gleichgewicht vor- 
handen, wenn 

Poa + P^(H — h) — PjH — G(a — s) = o. 
Diese Gleichung bestätigt uns die obige Annahme Gl. 85 b. Nach 
GL 85 ist Ps=P4, folgüch Poa = G(a — 8) + P3h oder 

p _Qa + Gs 
^*~ h 
eingeführt Pq a = a (G + Q), woraus Po = G + Q. 

In obigem Krahn hat es uns offenbar keine Schwierigkeiten verur- 
sacht, geeignete Drehpunkte und Schnittpimkte zu wählen, durch die ein- 
fache Dreiecksform des Krahnes waren sie uns unmittelbar gegeben. — 
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Legen wir die frühere Fonu, in Fig. 229 nochmals dargeeteUt, zu 
Grunde, dann sind wir schon genötigt, HUl&dietipunkte anzunehmen, wie 
wir gleich sehen werden. 

rig. US. 




Der Krahii habe a = 6" Ausladung, h = 5" Höhe und es sei die 
Last, Nutzlast und Eigengewicht, K = 4000 Klg. 

Die Zapfenkräfte Pj und P, sind nach Gl. 85, wenn dort G = o 
angenommen wird, 

P.=P. = ^ = i°^ = 4800Klg. 

Der untere Zapfen hat ausser dem Seitendruck P, noch eine Vertikal- 
last Po = 4000 auszuhalten. Schneidet man die Zugstrebe bei t durdi 
imd betrachtet u als Drehpunkt, dann ist Gleichgewicht, wenn 
P,y, = Ka,; somit, weil y,^2, ai^4", 

1»^ = i2?^ = 8000 Klg. Zugkraft. 

Die Last K druckt auf die Strebe cu, hei u durchgeschnitten würde 
sie um t als Drehpunkt die Strebe nach unten in die Richtung ca ver- 
schieben. Wenn man sich P, in entgegengesetzter Richtung uc willen 
denkt, dann greift diese Kraft in der Entfernung y, = 2,&0' Tom t an, 
und man findet aus der Momentengleichung Ka, ^^P|7i, weil a,^5,& 
aus der Zeichnung 

P, = ^^^^■J>'^ = 8800 Klg. Druckkraft. 
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Mit Hülfe des Winkels a= 63^2° findet man nach unseren fiüher 
aufgestellten Formeln, S. 68, GL a, b. 

Pi = K tg a = 4000 . 2,006 = 8000, 

cos a cos 63 30 

Um die Kraft (Druckkraft) Z der Strebe ut zu erhalten, verlängern 
wir W bis zum Schnitt in s, betrachten s als Drehpunkt und beziehen 
alle Kraft« auf diesen. Die Kräfte in sc und vu kommen hierbei ausser 
Belang, weil beide Strebenrichtungen diu*ch s gehen. Die Momenten- 
gleichung für s als Drehpunkt lautet 

Kaa+Po(a — ag) — Zys— Psh— P2yo=o. 
Hieraus wird 

2^ Q% +Po(a"-%) — Pgh — P^yp 

ys 

a, = 2,7, a — 03 = 3,3, yo = 1,2, yg = 2,25 eingesetzt, erhält man 
Z = 4700 Klg. 

Die Druckkraft W würde die Strebe vu, wenn man sie bei v durch- 
schneidet, nach unten drücken, hierbei nehmen wir s^ als Drehpunkt an 
und erhält die Gleichung Wy^ = Ka. 

Sonach W = i^ = i^?-l = 9000 Klg. 

y* 2,75 . ^ 

Die Winkel (p = 30" und (p = 79" in die früher entwickelten Glei- 
chungen 1, m S. 74 eingeführt, erhält man 

W = P,-^^ = 8800 4^ = 8800 -M82 =9000 Klg.; 
" sm (9 + ij)) sm 109 0,946 

Z = P, . ^''^j ,. =4650 Klg. 
* sm(9 + ij)) ^ 

Beide Kräfte W und P, werden gleich, wenn 

Ka Ka^ , 
= oder ay« = a« y.. 

Diese Bedingung wird erfüllt, wenn die Sti^ebe ungebrochen von c 
bis V durchläuft; dann würde a, = a imd y, = y4. 

Die obere Belastung K = 4000 Klg. enthält die Nutzlast 

Q = «/^ 4000 = 3000 Klg. 

Nehmen wir an, dass diese an einen besonderen Wagen (Katze) auf dem 
oberen Balken hin und her bewegt werden kann, und dass das Gewicht 
dieses Wagens und Kette, Haken u. s. w. 800 Klg. beträgt, dann ist der 
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obere Balken auf das Moment 

^ ^ (3000 + 800)a^ = ISOO^^S _ ^^25 Klgmeter 

:rti berechnen, durch welches eine Durchbiegung der horizontalen Strebe 
stattfindet, die mehr als die Zugkraft P^ auf den Balken einwirkt und 
ihn zu zerstören strebt 

Die beiden schmiedeeisernen Zapfen, welche den Krahn halten sollen, 
mögen nach einer weiter unten aufeustellenden Formel 

d = 1,2 ■/p7= 1,2 y 4800 = 80»"" Durchmesser 
erhalten. Nimmt man 9^ = 0,15 als Zapfenreibungskoefficient, dann ist 
das Moment, um den Krahn samt Last in seinen Zapfen zu drehen 
(Gl. 71). 

M, = (P, + PJ Y 9o = 2 . 4800 -|- 0,15 = 57 600 Klgmm. 

Dieses Moment erfordert bei c am Hebelarm 6" eine Zugkraft 

57 600 .^.., , 

Das Fortbewegimgsmoment des Krahnwagens, an welchem die Last 
hängt, kann man nach Beispiel 7, S. 169 zu 8800 Klgmm. annehmen, 
wenn wir die zu bewegende Last 3000 + 800 Klg. abg. 4000 Klg. 
setzen. — 

Li Fig. 230 haben \m ein Krahngerüst mit Flaschenzug dargestellt 
Hubhöhe imd Ausladung 5", Nutzlast Q = 2000 Klg., von denen theoretisch 
die Hälfte 1000 Klg. auf die Krahn winde wirken; rechnen wir zu diesen 
letzteren noch 200 Klg. für die Ketten- und Rollen widerstände,*) dann 
ist die Windenkraft p=1200 Klg.; ferner ^/g der Last 1600 Klg. als Eigen- 
gewicht angenommen, welches wir zum dritten Teil am Ende des Ge- 
rüstes angreifend uns denken wollen, so wird das letztere auf die Last 

K = 2000 -A r— = 2600 Klg. abg. zu berechnen sein. 

o 

Die Kralinwinde habe 240""° Trommeldurchmesser, K=400"*" Kurbel- 
halbmesser, n = 4 Mann Bedienung, dann ist, 20% Verluste zugeschlagen, 
nach Gl. 32, S. 42 aus nPKi = 1,2 Qw, eine 

. 1,2 Qw 1, 2 -1200 » 120 7 « f k ük . ^ ^ r u 

^ ^^ "PK" "^ — ^iTiöÖTi f^~ "^ ' mche Übersetzung erforderlich zur 

Hebung der Maximallast. 



*) 8. d. ÄDwendungen auf Flascbenzüge weiter unten. 
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Zur Berechnung der Kräfte in den Gerüststreben übersieht man, 
dass nur die Strebe sc, in welcher die Kraft P^ wirkt, durch eine Kette 
ersetzt werden kann, folglich allein eine Zugkraft auszuhalten hat, wäh- 
rend die anderen Streben und die Säule vs von ihren Kräften zerdrückt 
werden könnten, wenn sie nicht als feste Holz- oder Eisenstreben durch 
ihre Steifigkeit den nötigen Widerstand leisten würden. 



Fig. 280. 



Fig. 280 a. 





Betrachten wir v als Drehpunkt, dann wirken P^, p und K an 
ihren Hebelarmen h, f^ und a, und tritt Gleichgewicht ein, wenn 

1^4^ + pfi — Ka = 0, woraus 

p ^ Ka-pf, _ 2600.6-1200-l,4 _ ,o,^ ^flg 
* h 3,5 

Schneidet man die Strebe es bei § durch, betrachtet u als Dreh- 
punkt, dann wirkt Pj in derselben Richtung wie P4, die Momentenglei- 
chuDg ist flir die um u wirkenden Kräfte 

Piyi+py-Kx, =0; 

die Hebelarme Jijxi aus der Zeichnung entnommen, 
P, 1 ,4 + 1200 • 0,3 — 2600 • 3,6 = 0, also 
2600-3,5 — 1200-0,3 



Pi = 



1.4 



= 6243 Klg. 



Schneidet man die Druckstrebe bei u durch, so dass eine Drehung 
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um s stattfindet, dann wird 

— pj'j — Ka + Pg (y, + y) = und 

1200>M + 2 600 . 5 
P* = ijjö;^ = 863^ Klg. 

Die Druckkraft in der Säule vs ist wieder 

P^ = Q + G = 2000 + 1600 = 3600 Klg. 

Verlängert man die Sti*ebe vu bis w, betrachtet w als Drehpu 
dann verschwinden die Hebelarme der Kräfte W und P^ in vu und 
man erhält für P^, Z, Pg p und K die Gleichung 

1% G'4 + y) + Zys — py4 — Kxj — PoXo = 0, woraus 
^ 1200 - 0,5 + 2600 » 2,2 + 3600 « 2,8 — 8634 (0,5 + 0,3) _ 

2,1 

Bei V die Strebe W durchschnitten, s als Drehpunkt betrachtet, 
hält man aus der Gleichung 

Wsu = Ka + py2 

W= 2600 ■ 6 + 1200 ■ M ^8150 Klg. 

1,8 

Wählt man endüch zur Bestimmung der äussern Kraft Pj, s nfl 
mals zum Drehpunkt der Kräfte p, P, und K, dann folgt P, aus \ 

P3h''=py2 + Ka, nämlich 

p^^ 1200.1,4 + 2600.5 ^,,^^^ 

Ziun Halt der Krahnsäule wenden wir oben einen vollen schmii 
eisernen Zapfen von 100"" Stärke, unten einen hohlen gusseiseil 
(Röhren-) Zapfen von 500*"" Durchmesser an, welchen letzteren wjfi 
Friktionsrollen laufen lassen, gemäss der Anordnung, S. 159. 

Das Reibungsmoment der Zapfen ohne Anwendung der Friktifl 
rollen ist 



M 



. = (P. I + P. f ) % = (3226 . i50 + 4290 ^) 0,16 

= 182 000KlgmiUim. 
Wenden wir 200™" grosse Friktionsrollen mit 50"" Zapfen an, dl 

Viird das untere Reibungsmoment 4200—^—0,15 = 157 600 KIgm( 

nach Gl. 72 c vermindert um 200 75—- = ^tkt^ = 4, d. h. es ist das 1 

(d/2) 0O/2 

ment um den unteren Zapfen zu drehen -z = 39 400 Klgme 
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aßo das ganze Reibungsmoment 

045. 3225 i|2. + 39 400 = 63 600 abg. Klgmeter, 
also ungefähr dreimal so klein me das obige.*) - 

auf M- mh^'rd^li ^'". tr '"^ ^^'^^ '^-^-*«"*' -Iches 
Wir ^erteüenTl« ; ^ ^"'^"'^"°« ^' = ^^^«^ ^Ig. tragen soU. 
verband? ^ ^^ *"* "^'^ gleiche Gerüstsclülde, die durch Quer- 
verbande nntemander m Verbindung stehen; jedes Schild nach der in I 

Figur angegebenen Konsiruktion ausgeflihit, soll Q = Q- = 5OOO Klg. 
Tragfähigkeit besitzen. ^ 




^SL^fkd durch vier Fundamentbefestigiina«« „m,„u 

urticuiariy ounofious ieature 



fW\ ^ »»^\«y 



le unique anu purticuiariy oünoxiöus ieature witn wüicb the 
Dingley Taritf Bill was passcd, on March Bist, in thc Hoase ot 
Representatives by a large inajority, is the retroactive claoBe, 
by virtuc of whicli the amouiit of duty iniposed by a future Tariff 
is to be colleeted also upon all slüpinents received here öfter April Ist^ 
rtgcn'dless of its final date of enactment. 

While it is likely that in the Senate the Dingley Tariff Bill 
may be matei'ially altered, every Import er must be prepared to pay 
the 25% duty on all importatious received here aller April Ist, 1897. 

Under these circumstances the undersigned Importers are com- 
pelled to 

Charge higher prices 

for Imi)orted Books 

on and alter April 16, )897. 

They agree to apf)ly the prcsent free of duty-rates again as 
soon as the pending Tiiriff Bill shall have become a law so amended. 

mt a«, '* '" ''"""<l-'»«'''rM-t2?j e^^geÄgeiStzt'^drp;: man"er. "''"" '''''' 

Q^+y«P, = 0. 

p. _ _ Q^ __ 6000 . 1,73 
-..____ y, Ö;61 =-14200Klg.; 

««öcklotlf ; ^"*™* '" ^- '''- -""J- -' «Päter in der Qraphotatik 
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hierbei sind x, = 1,73 und y, ^0,61 aus der ZeichnuDg entnommen; 
y, _Lad, ea = x, _LQ. 
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Um die Kräfte in (4) und (5) zu bestimmen, nehmen wir f als Dreh- 
punkt und schneiden bei h die genannten Streben durch, dann iriihIeD 
wir einen behebigen zwischen f und d liegenden Drehpunkt g, Ton wel- 
chem aus wir auf (4) und (5) die Hebelarme y^ und yg abmessen, 
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erhalten sonach zwei Gleichungen 

Qx3-r4y3-P6y4 = o «nd 

Qx,-P,y5-P5y6=0. 
P4 und P5 wirken in derselben Richtung wie Pj. 
Aus der Zeichnung entnehmen wir Xg = 2,44, y^ = 0,87, y^ = 0,7; 
x^ = 1,94, ye = 0,32 und yg = 0,73. 

Die erste Gleichung ergiebt, P5 entwickelt, 

p _ Qx, - P^y, _ 6000 • 2,44 - P, 0,87 
^'- X, - 0,7 

in die zweite eingeführt, folgt 

5000 . 1,94 = 5000 ' 2,44 - P. 0,87 ^ 3^ ^ , ,3 p^ 

Aus den beiden Gleichungen erhält man abg. 

P^ = 12 000 Klg. und P5 = 2800 Klg. 

Betrachtet man h als Drehpunkt und schneidet bei f die Strebe 6 
durch, dann wirkt Pß in demselben Sinne wie Pj, es wird, wenn y^ von 
h aus _[_ (6) und Xg von h J_ Richtung Q, 

i^y? = Qxs- 
Hieraus findet sich P« = -^ = -^S=r^ = 17 240 Klg. Druck. 

y? o,ö7 

Misst man die Drehpunktsentfemung Xg = 3,18", und den Hebel- 
arm yio = Ijlö von i als Drehpunkt auf (7), so erhält man die Zug- 
stangenkraft P7 aus der Gleichung 

P, = -^200^ =.14000 Klg. 

1,10 

Die Kraft in (8) wird sehr klein, und zwar erhält man vom belie- 
bigen Drehpunkt k ausgehend, 

yg = 0,36 _L (8)7 yg = IjOO" senkrecht auf (7) und 
X7 = 2,76" I Richtung Q gemessen, 
Q 2,76 = Pg 0,36 + P7 1,00 = P» 0,36 + 14 000, hieraus 
Pg = — 500 Klg. Dnickkraft in (8). 
Schneidet man bei b an der Befestigungsstelle des Gerüstes durch 
und lässt Q um c als Drehpunkt wirken, dann findet man 

Q 3,5 = Pjgy^^ = P16 ^»65, sonach 

5000 > 3,5 itAAAi^i 

Pie = YM = Ix = 1 1 000 Klg. 

Zngkraity welche in Richtung der Fundamentbefestigung wirken. 

Hecht, MMbMiik. I. 15 
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Betrachtet man b als Drehpunkt, dann erhält man eine senkrecht 

auf bc wirkende Druckkraft aus 

PJ . 1,75 = Q (a + bc) = 5000 (3,5 + 1,75), 
p; = 1 5 000 Klg. 

Die senkrecht wirkende Zugkraft bei b folgt aus 

Pi 1,75 = 3,5 Q = 3,5. 5000 
Pi==10 000Klg. 

P, = 11000 Klg. wirken in Richtung der Strebe (16) und muss 
diese mit Py und Q im Gleichgewicht sein; P, bildet mit Q und P, ein 
Kräfteparallelogramm. Denkt man sich P, bis in die Richtung Q ver- 
längert und den hier allerdings nicht sichtbaren Schnittpunkt mit c ver- 
bunden, so ist die letztere Linie die Richtimg von Py. 

Wir haben hier in der Figur ab, parallel zu (16) gezogen und bjC^ 
in demselben Verhältnis wie 1,75:3,5, also 1 :2 von b^a, abgeteilt, so 
dass b,Ci = V2 ^1^1) w^il bc= V2 ca^, dann fällt, wenn man von a auf 
abj = P, = 1 1 000, von a nach aj Q = 5000 aufträgt, ac^ in die Re- 
sultante beider; acj von a entgegengesetzt aufgetragen, stellt Gleichge- 
wicht her; man findet Py = 16 400 Klg. aus dem Parallelogramm. 

Wir werden noch später erkennen, dass uns die Fig. 23 1 a dasselbe 
bestätigen wird. 

Die drei äusseren Kräfte Q, P,, Py müssen zunächst unter sich im 
Gleichgewicht sein, ehe es die inneren sein können. 

Um die Kraft in (3) zu erhalten, kann man aus (4) und (1) bezw. 
Pß und Pj, wie in der Figur angegeben, die Resultante bilden, man er- 
hält III = P3 = 6000 Klg. 

Yerlängeit man die Richtungen (4) und (6) bis zum Schnitt in m, 
welchen Punkt vnr ftir die Kräfte Q, P3 und P, als Drehpunkt annehmen 
wollen, so kommen die Kräfte in (4) und (6) ausser Betracht, weil ihre 
Richtung durch m geht; man erhält dann die Momentengleichung, dem 
Schnitt UV entsprechend, — Qygo — P2yi9 = I^syis' 

Setzt man y^o = 1,03, y^g =0,88, y^g = 3,10, P, = 14200 ein, 
dann findet man Pj = — 5700 Klg. 

Die Kräfte in (7) und (8) lassen sich auch mit Hülfe des Dreh- 
punktes f bestimmen. Schneidet man bei h durch und bringt an (7) und 
(8) die Kräfte P7 und Pg an, P^, P^q, Pg fallen in den Drehpunkt, misst 
y^, = hf=0,9", yj3 = 0,63, X3 = 2,46 und berücksichtigt P^rrr J4000, 
so findet sich 

QX3 =I\yjg +^8713» ^^ Zahlen eingeführt, 
P = — 500 abg. 
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Man sielit, flass bei einer geringfii VenindtTung in der Aiionluiing 
die Slrebe (8) keine Kraft auazultalteii hat In der Ausiuhiiuig wirti 
man sie selbstredend lassen, eventuell noch eine Kreitzstrebe ff, ciniiihren. 
tun deni Gerüst nocli mehr Sicherheit zu gewhliren. 

Verlängert man die Streben (7) und (10) bis zum Schnittpunkt n. 
I und betrachtet diesen als Drehpiuikt der Kräfte Pg, Pg, Pg und Q dem 
^Bcbnitt vr?. entsprechend, so ist die bezügliche Momentengleichung 

«»•■.-l'.ji. + P..v.>-i'.}.. = 0- 

Aus der Zdclinung findet rann y,B ^= 1,13, y,;, =^ 3,ä, y,, ^= 2,63. 
4 = 0,2. Setzt man die oben gefundenen Werte für Pg und Pg ein. 
I folgt Pg = — 4600 Klg. Druckkraft, welche die Strehe auszuhalten hat. 
Die noch restierenden Strebeukrtifte werden wir weiter unten in dei- 
■ 'Anwendung auf Graphostatik bestimmen. — 

Zur Berechnung eines fach werk kräh n es haben wir die in den 
•Figuren "232 aufgezeichnete Konstmktion (Fairbaira-Krahn) gewühlt. 

IVr Kralm soll 1600 Kig. Last auf a = 4" Ausladung und H = 4,75'" 
Höhe tragen. Das Eigengewicht veranschlagen wir zu 1600 Klg. Zuschlag 
(Ur Ketten, Haken 200 Klg. Die Schwerpunktsentfeniung wollen wir in 
',', dor Ausladung annehmen, den Ki-ahn rechnen wir an der Austadungs- 

ruUe somit auf 1 600 -|- ^ \- 200 = 2200 Klg. Last, die wir auf zwei 

p. Schilde (Seitenwände) verteilen, weUhe unter sich durch Quer-Kreuze ver- 
|>inisden sind. Jedes Scliild wird auf die Last K^ 1100 Klg. zu Iwrech- 
in. Die Krahnenwinde hat theoretisch 1600 lüg. zu heben. Der 

^ttenzug p auf ein Scliild ist -„-- = 800 Klg., welche i^-ir auf p ^ 

ilOOO Klg. abrunden wollen. IHe Winde denken wir uns an drei Stellen 
Iner jeden Seitenwand liefestigl. welche die Zugkraft 



W, 



= W, = Wj = 



= 333 Klg. 



ishalten niUssten. Die Rollen haben 2 p =^ 0,26"" Durchmesser; die Ki-aft- 
ferkung auf die Rollen wollen wir uns in deren Mittelpunkt verlegt deoiken. 



|us den GegenkHiften von W, = -^ und Vt\ -| 



% p ergiebt sich 



Beaultante p, abg. zu 1000 Klg. angenommen pro Seitenwand 
latürlioii. 

In der Höhe h ^= 2" sind dii- Zapfenlager angebracht, welche den 

tZapfendilickeu Ps= P,= -?^'^- = '^^"'^ = 2200 Klg. entsprechen; 
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der Krahn oder vielmehr die eine Krahnwand ist somit durch die Kräfte 
K am Ausleger, K am unteren Zapfen bei s und durch die Seitenkräfte 
P3 P4 im Gleichgewicht Figur 232 giebt eine Seitenansicht, die obere 
Figur in doppelter Grösse das Ende des Auslegers ohne Rolle; auf die 
graphostatische Seitenfigur werden wir noch zurückkommen, unterhalb 
sind die Längen- und Kräftiemassstäbe gezeichnet. Die Streben haben wir 
mit fortlaufenden Nummern bezeichnet Zur Berechnung der inneren Kräfte 
machen wir wieder verschiedene passende Schnitte und wählen den Schnit- 
ten entsprechende Drehpunkte, die Strebenkräfle seien P^P, . . . . P5,. 

1) Drehpunkt a. Schnitt bei b zur Berechnung der Kraft Pj in (1). 
Von a eine Senkrechte auf die Kraflxichtung K, obere Figur, und eine 
solche Yi auf (1), erhält man, wenn mit yo die Senkrechte von a auf 
Richtung p bezeichnet wird, die Momentengleichung 

Piyi +Pyo— KjXi =0. 

Pj und p wirken K entgegen. Die Zeichnung liefert Xj = 0,114, yj = 0,18, 

y^ = 0,086", und man findet 

1100.0,114 — 1000.0,085 ^^^ ^^, ^ , ^ 
Pi = — n 1^ = 220 Klg. Zugkraft. 

\/,lo 

2) Drehpimkt b, Schnitt bei a; in (2) muss eine Druckkraft wirken. 
Die Momentengleichung ist Kx^ + P^o — P« Yt = 0» 

Von b aus ist x, _|_K, Xo_Lp, y, | P^. 

Setzt man x, = 0,213, y^ = 0,23, x^, = 0,176 ein, dann erhält man 
Pg == 1800 Klg. 

3) Drehpunkt a. Schnitt der Stiebe (4) bei d. 

yg J_ db ist der Hebelarm dei* Kraft in (4). Die Momentengleichung 
um a ist dann, weil p und P4 in gleicher Richtung drehen, 

Kxi = pyo + P4y5. 
yg = 0,25" eingesetzt, erhält man aus 

1100 . 0,114 = 1000 . 0,085 + P^ 0,25, P^ = 160 Klg. 

4) Drehpunkt d. Schnitt der Sti-ebe (6) bei e. Hebelarm der Kraft K, 
x^=0,8" ist von d senkrecht auf K, y^=0,2b"* von dj_p und 

de = 0,36"*) Hebelarm der Kraft in (6) 

Kxß-f Py? =I'6de; 
P, = ilOO:M + iMlO^ = 3230 Klg. 

5) Drehpunkt b, Schnitt der Streben (5) und (6) bei m,n,. Hebel- 



et Wir haben für den Hebelarm die betreffende Strebeniftnge als genau ge- 
nügend angenommen. 



I 
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i arm der Kraft I'j, jg + ad, ab*) Hebelarm der Kraft in (6). Momenteii- 

[ gleichmig 

Kx,+ps„=Psya + P«ab 
1100 ■ 0.213 + 1000 - 0.175 = l'j 0,235 + 3230 ■ 0,266. 
Hieraus folgt l'^ = — 1900 Klg. Druck. 

6) Zm- Bereclinung der Kraft iu (3) verlängern w die Streben (4) 
iiQ(l (6) bis zum Schnitt iu (c), sclineiden den Krahn bei m, n, durch 
und denken uns an den durchgeschnittenen Stellen die Kräfte P, P, Pj 
fWgebracht Die Hebelanne der Kräfte P^ und P,, sind Null, j-g =: 2,05 

»smkrecbt auf ab, Hebelarm von Pg, x, ^ 1,42 J_ Verlängerung von (1) 
Bfibelanu der Kraft Pj; y, ^ 1,76, Xj = 1,013 senkrecht auf K bezw. 
(5) von c aus. Die Momentengleichung um c 

Ky, + P, xj + \\ .V3 — Pj Sfl + px* =^ 
ei^bt. die Werte eingeführt 

II 100 -1,75 + 220 -1,42 + 1', 2,05 — 1900- 1.013+ 1000-0,07=0, 
hieraus findet sii-h P» = — 180 Klg. 
7) Drehpunkt e, Sclmitt der Strebe (8) in f, x, = 0,7 Heliel der 
Kraft. K , von e \_ K. Hebelarm der Kiall P., ist Null. Momeuten- 
^eicliung ^_ 

Kx, — px, + I's d(^*j — 0: 
die Zaidcn etitgefiihrt. 
1100-0,7— 1000- 0,07 + Pg 0,35 = 0, Pg = 1870. 
I 8) Drehpimkt c. Schnitt des Auslegers inmjnj. Momentengleichimg 
-i'7ya + h'.y4 + ps* = o- 
[ yg = 2.66, y^ = 1,75, x^ = 0.07 

pie olien. folgt P, = — 750 Klg. Dmckkraft. 
9) Schneidet man den Krahn bei nfijU^, betracht*-! um die Ki-aft in 
(9) zu berechuen c wieder als Drehpunkt, dann erhält man die Gleichmig 

PsXg + Ky. + px^ = 0, Xg = 1,5 
senkrerbt auf die Verlängerung von (9) durch c gehend gemessen. 



let eich 



P,-- 



- 1300 Klg. 



10) Drehpunkt f. Schnitt bei g. die Stifbe (10) muss bei g durch 



i Kraft Pio untei-stütüt wen 
I* betreffenden Helle larni 



*| S. Bemerkung S. 2ZS. 



= 1,36, y,=0,333, fg=0,42&*). 
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Aus der Gleichung 

— Pjo fg + Kxio + Pgg = folgt eingesetzt 

— Pjo 0,425 + 1100 . 1,36 + 1000 • 0,333 = und 

Pj^ == 4300 Klg. Druckkraft 

11) Drehpunkt g, Schnitt bei h zur Berechnung der Zug- oder Ketten- 
kraft Pi2 in (12). Xji = 1,2" aus der Zeichnung als Hebel der Last K 
gemessen, muss sein Kx^ — px^ — P^j fg == 0, woraus man 

Pjg = 3000 Klg. findet 
Die Berechnung der Kräfte im Ausleger dürfte so fortgesetzt keine 
Schwierigkeiten bereiten. Um einige Strebenkräfte in dem Zwischenstück 
zwischen Ausleger und Säule zu bestimmen, wollen wir von den Dreh- 
pimkten i, k, 1 und m ausgehen, 1 hegt in der Verlängerung von (31) 
und (35). 

12) Drehpunkt i (Schnitt v • 30, 31, 34), Schnitt der Strebe (32). Hebel- 
arme Xi2 = 3,53 JL K; x^, = 0,18 J_ p^*); y^o = 0,72 _L (32). 
Momentengleichung P32yio =Kxi2 — Pi^is» die Werte eingeführt, folgt 



_ J. 100 »3, 53 — 1000» 0;l 8 _ 



5100 Klg. Zugkraft. 



«« ^ 0,72 

13) Schnitt mgUg, Drehpunkt m. P33 wirkt an 7,5 =0,18, Pg, an 
yi4 = 0,72 von m J_ Richtung (32)*); p^ an x^,*), K an Xig = 3,6" 
= mmi, m ist Schnitt der Streben 34, 35, 38; m^ Schnitt v-Xjg mit 
der Senkrechten K. 

Die betreffende Gleichung ist 

Pssyis —I'32yi4 +P1X17 — Kxi8 =0 
P32 0,18 — 5100 . 0,72 — 1000 » 0,12 — 1100 » 3,6 = 0. 
Hieraus folgt P33 = 1000 Klg. 

14) Drehpmikt 1 durch Verlängerung von (35) und (33) gefunden, 
Schnitt mgng. Die Momente der Kräfte in (32), (33) und (34) sind 

1^84 ^MJ ^ssyiG**) ^^^^ PssJisj die Hebelarme von p^ und K sind 
Xjg =0,55, Xi5 =lmi =3,22, die Momentengleichung um 1 wird 

"34^14 ~r PsaJis "r 1^32 716 ~r P^ie = Kxjg. 
Entnimmt man die noch fehlenden Hebelarme aus der Zeichnung, 
dann erhält man 

P34 0,37 + 1000 . 0,26 4- 5100 » 1,1 + 1000 » 0,55 = 1100 » 3,22, 
hieraus P34 = 7700. 

In folgenden Momentengleichungen fiigen wir noch einige Anhalte- 
punkte zur Berechnimg des Kiahnsäulengerüstes bei. 

*) In der Zeichnung nicht angegeben. 
♦♦) Xie, yie sind nicht mit angegeben in der Zeichnung. 
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15) Wählt man n als Drehpunkt und schneidet bei o die Zug- 
strebe (48) durch, dann wken dem Strebenmoment P4g on*) die bei- 
den äusseren Momente Kx^g und das Zapfenmoment P4yi7 entgegen; 

die Momentengleichung ist Kx^g = P^y^^ + ^48 ^^ ^^^ 

1100 . 3,84 = 2200 • 1,75 + P^g 0,32, 
hieraus erhält man P^g = 1200 Klg. 

16) Drehpunkt q, Schnitt bei n. Momentengleichung 

P47 yi9 + ^4720 = K (xjo + qr). _ 

y,^ = 0,46, P4 = 2200 Zapfendruck, y^o = 1,16, x^o + qr = 4,25 

eingesetzt, folgt 

P47 0,46 + 2200 . 1,16 = 1100 • 4,25, 

somit P47 = 4700 Klg. Druckkraft. 

17) Drehpunkt o, Schnitt bei n. Der Hebelarm der Kraft P49 ist 

yjg = 0,285, der der Kraft P47 ist genau genügend on, man erhält die 

Gleichung P49yi8 + P47 on = K (x^g + on) — P4yi7 und aus 
P49 0,285 + 4700 . 0,32 = 1100- 4,16 — 2200 • 1,75, 

P,3=_ 2700 Klg. 

18) Verlängert man die Streben (47), (48) bis zum Schnitt in p, 
und betrachtet diesen als Drehpunkt, schneidet die Säule bei m^ n^ durch, 
dann sind die Hebelarme von (47) und (48) Null, die Kraft in (49) 
wirkt dagegen am Hebelarm x^i =0,92". Dem Moment P49X,i wirkt 
die Differenz der äusseren Momente Ka — P4y2i entgegen, man erhält aus 
1*49^1 =Ka — P4y2i> die Werte eingesetzt 

Die Differenz mit obigen 2700 Klg. hegt nur an der Ungenauigkeit 
der Zeichnung. 

19) Schneidet man bei mgUg, dann wirken p als Drehpunkt be- 
trachtet, dem Moment Ka — P4 ysi die Differenz der äusseren Momente 
W^ (yat — P) — W« (yts + P) ^^ beiden Seiten des Drehpunktes wir- 
kend und das Moment P45Xg2 entgegen; man erhält die Gleichung 

Wi (J22 — P) — Wjj (y23 + p^ + P45X„ = Ka — P4y,i. 
Entnimmt man die Hebellängen wieder aus der Zeichnung, so folgt 

**^^ (0,6— 0,13)— ^^(0,12+0,13) +P45 1,5 = 1100. 4— 2200. 3,1, 



3 

sonach P45 = 1560 Klg. 



*) S. Bemerkung S. 228. 
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In der Ausfiibrung wird m&it 
selbstverständlich die Zugstre- 
ben 1, 4, 8, 12, 16, 20, 24, 
28, 32, 36, 39, 44, 48 nicht 
aus Kettengliedern , sondern 
immerhin steif ausführen. Die 
gämtlichen andern als Druck- 
stangen, und wird der Sicher- 
heit wegen in jedes Fach ein 
Doppelkreuz einlegen, wie in 
(36) (38), (24) (26) angedeutet, 
auch die Streben 1,2,3 und 
50, 51, 52 zu einem ganzen 
Absclilusskörper vereinigen. — 

In den beiden folgenden 
Theorien sind die beiden Kralm- 
geriiste Fig. 223 und 233 zu 
Grunde gelegt 

Das Gerüst Fig. 223 besteht 
aus drei Stangen von der Länge 
1, welche unter a" geneigt zu- 
sammengestellt sind. 

Am Vereinigungspunkt in 
der Höhe h wird die Last G 
angehängt Die Entfernung eines 
jeden Fusspunktes einer Stange 
ist m. 

Auf jede Stange drückt das 

Gewicht G, = y G. 

Für jede Stange muss sein 
G, = Psina und G, = Xtga, 

worausP^ -r-^ und X^ ' 
sina tga 

oder G, eingesetzt, 

P = i--.^ - und 
3 sin a 

1 G_ 

tga ' 
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Ist Gleichgewicht vorhanden, 
dann müssen im Grimdriss die 
drei KiSfte X unter 120" zu 
einander stehen, audemiaUs ent- 
steht eine Resultante, welche 
die Spitze des Gerüstes nach 
einer Seite zu neigen droht 

Am Fmspunkt der Säule 
zerlegt sich jede Druckkraft 
PinS^Pcoaa und N^Psino. 
P eingeführt, folgt 

-:-L cos a ^ G, cotg a =1 X 
<ana 

und N = ■ ' sin a = G, , wie 
sina 

vorauszusehen. Die Krafl S 

muss mindestens der Reibung 

der Stange auf der Unterlage 

das Gleichgewicht halten. 

h^ 

1 

a = -^ , dann folgt 

1 G__J^^ 

' 3 sin a ~ 3 h 




1 



-T-Geotga. 

Die Fig. 233 stellt ein Auf- 
stellgerüst dar. Es soll die Py- 
ramide, Säule oder der Körper 
AB senkrecht aufgestellt wer- 
den. Die Lange sei 1, die Basis 
sei B und dieser Punkt zugleich 
Hubkante. Das Gewicht G der 
Säule greift im Schweqmnkt in 
der Entfernung s von B an. In 
A ist unter dem Winkel a eine 
Kette befestigt, welche Über die 
beiden Dnickstangen CD und 
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CjD (s. Grundriss) mit einer Winde in E in Verbindung steht. Die Stangen 
drehen sich während des Hebens um C und C^, welche in der Entfemimg e 
vom Schnittpunkt F der mittleren Ebene des Gerüstes mit der Terrainebene 
hegen. L sei die Stangenlänge im mittleren Schnitt, L^ die Länge im 
Grundriss. Die Gesamtanordnung ist aus der Figur hinreichend zu ent- 
nehmen. DF ist Horizontalprojektion der Linie HO. 

Wir w^ollen zunächst das Gleichgewicht im mittleren Schnitt aufeu- 
stellen suchen. 

In A wirkt die Kraft p senkrecht zu der natürUch horizontal an- 
genommenen Achse des zu hebenden Körpers. 

Es folgt aus der Gleichung 

pl = Gs 

und weil p = Psina, so wird die Zugkraft in der Kette in der mitt- 
leren Ebene 

sma sma 

Betrachten wir o als Drehpunkt, dann wirkt P an x, das Eigen- 
gewicht des Balkens L, q, an z, die Kraft der Winde Q an y. 

Gleichgewicht tritt ein, wenn 
(b) Qy = Px + qz. 

Es ist y = t sin 7, x = L cos 9. 

Da 9 = 90 — (a -j- ß), so wird 
(c) X = Lsin (a -f- ß)j y = tsin-y. 

Wir wollen den Angrifispunkt des Eigengewichtes q in der halben 

Balkenlänge annehmen, dann folgt 

, m + n 
(d) z = 2 . 

Die letzten beiden Gleichungen in (b) eingeführt, erhält man 
Qt sin «y = PL sin (a + ß) + q °^ "^ "" . 

P aus (a) eingeführt wird 

Gs ^ . . I a\ I m + n 

T~. — L sm (a + ß) + q =, 

^__ Isma ^ I r/ I n 2 

tsm^y 
In dem Dreieck OEH verhält sich 
t : sin 4> = L : sin Y , oder da 
^ = 180 — [180 — ß + Y] = ß_Y ergiebt sich 
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t = — -, — — =;= : — , eingesetzt in Q, wird 

sm 7 sm Y 

Gs y . . I ax , m + n 
L sm (a + ß) + q ^ 



Uin« _ 

L Sin (ß — 7) ^ ^ 

Bezeichnet man mit Z die von H nach wirkende Stangenkraft, 
welche die Stange zu zerknicken strebt, so lässt sich diese aus Q ermit- 

Q Q 

teln, durch — = cos 4>> woraus Z = bezw. ^ eingesetzt, 

z cosy ^ 

Z = ^ ^ (e) 

cos (ß — y) ^ ^ 

Z verteilt sich aber unter < j' auf zwei Stangen , aus der Zeich- 
nung folgt 

^ 2 cos^ ' 
fuhrt man (e) ein, dann wird die Druckkiaft in einer Strebe 

^ 2 cos ^ cos (ß — y) ^ ^ 

Nach Q der Gl. (92) wird die Übersetzung in der Hebmaschine und 

diese überhaupt berechnet. Gl. 92 a dient, wie wir noch später erkennen 

werden, als Grundlage zur Berechnung der Stärke der Streben, q ist das 

Eigengewicht beider Streben. 

Bleibt das letztere imberücksichtigt, dann erhält man 

s sin (g + ß ) _ 1 Q 

1 sm a sm (ß — y) 2 cos ^ cos (ß — y) ^ 

Oi-dnet man die Hebung so an, dass ß = 90 — a, dann folgt 

Gs , , m + n 
L + q- 



_ 1 sin g ^ 2 _ JL Q 

^ ~ L cos (g +"y) ' ' ~ 2 cos tr sin (g -f^ ' ^^"^^ 

Beispiel hierzu. Es soll eine vierseitige steinerne Pyramide von 1=6" 
Höhe und 2 • 2 = 4D" Grundfläche aufgehoben werden. Die beiden 
Stangen DC und DCj haben 8,24" Länge und stehen unten 4" aus- 
einander. Die Aufetellung soll so bewirkt werden, dass h = 5", t = 4", 
II = 3"*. Aus der Zeichnung findet man dann m = 3,3'". 

Die Rechnung ergiebt 

L = y"8,24^ — 22 = 8". 
tga=g^3 = l,852, g=6r40', sinß= A = | =o,625, ß = 38°40. 
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tang Y = 



^+¥+T = W = ^'*«^'^ = 2^°'^<^' 



tang^ = 4 = 0.25, ^ = 14° 10'. 

O 

Das Gewicht der Pyramide ist, wenn a ^ 2,2 das spez. Gewicht 
G =1000. 2,2. 2. 2. 6. 4- = 17 600 Klg.; die Entfernung des Schwer- 



1 



6 



punktes s = -j- = = 1,5". Das Eigengewicht der Balken wollen wir 
zu q = 500 Klg. annehmen. 



Fig. 233. 
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Nach Gl. 92 muss die Winde auf eine Maximalkraft berechnet wer- 
den von 

17 600.2 _. 3,3 + 3 



Q = - 



6 . 0,88 



8 . 0,924 + 500 



8 . 0,222 



Fig. 233 a. 




--abg. 30000 Klg. 

Jede Stange hat einen 
Druck auszuhalten von 

7 —1 30 000 
' ~ 2 0,97 . 0,975 

abg. 16 000 Klg. 

Die Hebung wird um so 
günstiger, je kleiner f und 
je mehr sich a und ß einem 
liechten näliem. Q ist im 
Anfang am grössten, wird 
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während der Hebung kleiner; es ist also zweckmässig t und h gross an- 
zuordnen, dann wird Q gleich zu Beginn der Hebung kleiner. B hat eine 
Horizontalkraft nach der Richtung OE auszuhalten, die sich aus dem 
Parallelogramm bei A ergiebt, nämlich S = Pcosa; oder? aus (a) ein- 
geführt 

Gs Gs , Gs 17 600-2,5 

cos a = -^j — cotg a = y — 



S = 



= 2400 Klg. 



Isina^" 1 ^^^ Itga ~ 6.1,852 

Würde man y = 8° 40' wählen oder die Winde t= 27"" vom Fuss- 
punkt abstellen, dann wii-d ß — y = 30°; nach (92) folgt dann 

Q = U 000 Klg. abg. 
Ist die Säule hoch gestellt, dann sind a und ß am grössten; für 
a und ß 90° in Gl. 92 eingeführt, würde folgen Q = 0. Der letztere 
Fall a = ß = 90° kann und braucht nicht einzutreten, weil man streng 
genommen die Hebung nur bis zum labilen Gleichgewicht auszuführen 
braucht (S. auch die Fig. 118 — 120); es wird sogar dann der entgegen- 
gesetzte Fall eintreten, man muss jetzt mit einer Gegenkraft die Pyra- 
mide zurückzuhalten suchen, damit sie nicht mit Gewalt vom labilen 
Gleichgewichtszustand in die senkrechte Lage gleichsam fallend gelangt. 
Um dem vorzubeugen, ist nach der Richtung Qi eine Gegenwinde auf- 
zustellen, die in Thätigkeit kommt, wenn das labile Gleichgewicht er- 
reicht ist 

V. Gleichgewicht und Kräfteverteilung in einigen Dach- 
konstruktionen. 

Fig. 234. 




Das Dach soll das Gebäude nach oben abschUessen; es ruht] also 
auf den Seitenmauem des Gebäudes und muss zunächst sich allein^tragen 
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können, femer aber auch stark genug sein für etwaige innere oder äussere 
liasten. Die inneren sind abhängig von dem Nebenzweck des Daches. 
Verwertung des Dachraumes für das Gebäude u. s. w., zu den äusseren 
Lasten oder besser Kräften sind namentlich Schnee als ruhejide, und 
der Wind als bewegUche Kräfte zu rechnen, welche auf das Dach ein- 
Avirken. 

Der Abschluss des Hauses kann nun horizontal sein, dann besteht 
das Dach aus mehreren auf zwei oder mehr Stützen (Zwischenmauern) 
ruhenden Trägem und das Haus findet seinen Abschluss in einem irden 
Stockwerk. Wir wollen aber das Dach, den Dachstuhl, als mehrere 
nebeneinander stehende einfache oder zusammengesetzte Strebenwerke in 
Dreiecks-, Bogen- oder in beliebiger Winkelform auffassen, die imter sich 
verbunden das Dachmaterial tragen, und durch ihre Neigung oder Krüm- 
mung fähig werden, die atmosphäiischen Niederschläge seitlich abzuldteu. 
Infolge dieser Form >vird aber ein Horizontal- und Vertikaldruck ausgeübt 
auf die Unterstützungen (S. d. Fig. 67, 70, 71), wie bei Gewölben und 
Spreng- bezw. Hängewerken. Die Horizontalkraft kann ein Umstürzen der 
Seitenmauem nach aussen veranlassen, es sind also innere Verspannungen 
erforderlich, Verankerungen in der Weise durchgeführt, dass die Horizon- 
talkräfte aufgehoben werden. Die einfachsten Verstrebungen sind hori- 
zontale Balken, wie sie die Fig. 234 andeutet, diese können nun' gleich- 
zeitig dazu dienen, die oben en\^ähnten horizontalen inneren Lasten auf- 
zunehmen, um den Dachraum auszunutzen. Um Durchbiegungen zu 
vermeiden, werden sie diu-ch Hängestangen mit den eigentUchen Dach- 
trägem verbunden, die dann auch diesen Teil der Last mit auf die Seiten- 
wände übertragen. Die Dachträger selbst (Sparren) sind entweder ein- 
fache Balken oder je nach ihrer Länge, Spannung, grössere oder kleinere 
Strebwerke; jeder Sparren bildet fiir sich allein gleichsam einen Brücken- 
träger, der um die Durchbiegung zu verhüten mehr oder weniger ver- 
strebt ist. — 

1) Es sei Fig. 234 bcd ein einfacher Dachstuhl, das ganze Dach 
besteht aus mehreren solchen gewöhnUch in 1" Entfemimg stehenden, 
unter dem Winkel 2a am First zusammengesetzten Streben, Sparren, 
die durch den horizontalen Balken cd unten zusammengehalten werden. 
Die Gesamtbelastung verteilt sich gleichmässig auf die Sparren und wollen 
wir sie für ein Sparrenwerk in b koncentiiert denken. (S. S. 107, 109 u. t) 

P verteilt sich an den Auflagern gleichmässig; 

A = B = -^. 
2 



P^ = — P Druckkraft. 
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P2 sei die Druckkraft in den Streben, Pj die Zugkraft in cd, P3 
-wirke in ab. 

Schneidet man bei b durch und lässt, a als Drehpunkt betrachtet, 
Pg an y, sich bewegen, um einem Teil der Kraft P Widerstand zu leisten, 

dann wirken beide Momente A — und P, y^ in gleicher Drehungsrich- 

tung, man erhält aus 

1 P 

A Y + Pg y, = ; A = y emgesetzt , folgt 

Bedenkt man, dass y, =-^- cos a, so erhält man, \d^ schon Gl. n, 

S. 76 entwickelt, 

PI P 

P,= — -f-^ = — — i— (a) 

4 yg 2 cos a 

Betrachtet man b als Drehpunkt und schneidet bei a durch, so wird 

Pj von h entgegengesetzt dem Moment A an -^ drehen, man erhält die 

1 P 1/2 

Gleichung A -3 Pj h = 0, oder A eingesetzt, Pj = — -p . 

Es ist aber ^- = htanga, folgUch wie bereits bekannt 

P 1 P 

Die Kraft P3 in ab wird Null, weil bereits die Last P von den 
Streben Pg vollständig aufgenommen wird; man kann also diese Strebe 
unbeschadet herausnehmen. 

P3 mtisste in ab P entgegenwirken. Betrachtet man B als Dreh- 
punkt, dann wirkt P, an yj, P3 an -^ und A an 1, P konmit nicht in 

Betracht, weil P, und P3 diese Kraft in sich aufgenommen haben, man 
erhält 

Al + P,ys + P8y = (c) 

p 

A = -^ und Pj aus (a) eingesetzt, folgt 

P3 4- = p4- — — p4-, hieraus 
2 4 y, 2 ' 



p»=K/^-0- 
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Aus der Figur ergiebt sich aber die Proportion 

1 y 

eingeführt, wird P3 := 0. Schneidet man bei mn durch, dann erhält man 
dieselbe Momentengleichung wie (c); es wird das Moment A-^ durch 

das gleiche P -^ vertreten, Pg ys + Pg -^ + P^ o + P -^ = 0. 

Aus der Figur übersieht man leicht, dass sich auch verhalten muss 
yg : ac := ab : cb oder 



y,:-l = h:|/h«+(iy, 



y, abhängig von 1 und h aus dieser Proportion ausgedrückt 



(93) 



< 



p 1 p 

p, = -^yi« + 4h« = ^ ^ . 

^ 4h ^ ' 2cosa 



Ist die Balkenlage cd noch besonders belastet, dann ist eventuell 
um eine Durchbiegung derselben zu verhindern, eine Hängsäule ab ge- 
boten; die innere Last auf cd hängt dann zum Teil mit an ab und wirkt 
mit P vereint in Richtung bc und bd nach den Auflagern. 

Ein Haus von 10" Länge und 6" Breite soll ein einfaches Ziegeldach 
erhalten. Es sei also 1 := 6" und soll das Dach die Höhe h = 3" erhalten. 

Die wirklichen Sparrenlängen sind d = -^32 _j_ 32 __ 4,24". Die 
ganze Dachfläche 2 • 4,24 • 10 = 86D" abg. Nehmen wir 100 Klg. pro 
D" Belastung, 50 Klg. pro D" Schneelast an, dann ist die Gesamtaussen- 
last 160 • 85 = 13000 Klg. abg. Bei Anwendung von 10 Sparrenfeldem 
kommen auf einen solchen Binder 1300 Klg. gleichmässig verteilt; in der 

Mitte koncentriert P = ^^ = 650 Klg. 

Nehmen wir noch eine Innenlast von 300 Klg. pro Sparrenfeld auch 
gleichmässig verteilt an, die durch eine Hängsäule mit P verbunden sind, 

dann ist in a angenommen die Innenlast —k— = 150 Klg. und wird 

P = 650 + 150 = 800 Klg. 
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Die Gl. 93 ergeben 

Pj = -?2^ A = 400 Klg. Zug- und 



P _ 800 



>^6* + 4 . 3« = 633 Klg. Druckkraft. 



Die Hängesäule ab wäre auf die Zugkraft 160 zu berechnen. 

Sind die Träger cd stark genug, um ausser der Zugkraft P^ das 
Biegungsmoment der 300 Klg. aushalten zu können, dann hat das Dach 
nur P = 660 Klg. in b zusammengedrängt oder 1300 Klg. verteilt zu 
tragen, es würde dann nach 61. 93 



p,= 



650 6 



660 



= 326 Klg. 



P» = -T^ /e« -f 3 • 4« = 600 Klg. 

cb und bd hätten demnach 460 Klg. Druckkraft auszuhalten auf die 
Länge von 4,24". 

cd ist hingegen auf die Zugkraft 325 Klg. zu berechnen, und hat 
noch dem Biegungsmoment 

J00J^^i50^^225Klg. 
8 4 

za widerstehen. 

2) In dem Dachstahl Fig. 235 ist wieder 

P 



A = B = 



2 • 



Fig. 135. 
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Betrachtet man a wieder als Drehpunkt und schneidet bei b, so folgt, 

;««lit, M«c]iMiik. L 16 
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wie oben aus A — + P2 ys = 0, 

Art 

(a) P2=- ^' 



b als Drehpunkt mit Schnitt bei a, ergiebt die Gleichung 

A -^ Pj jTj = 0, woraus A eingesetzt 

PI 

ac verlängert und von b eine Senkrechte auf die Verlängerung er- 
richtet, erhält man den Hebelarm y^ der Kraft Pj flir den Drehpunkt h. 

Um die Kraft P, in ab zu berechnen, wählen wir B zum Dreh- 
punkt; es wirkt dann P, an y^, Pj an 1/2 und A an 1. Die äussere 
Kraft P kommt nicht in Betracht, weil diese bereits von P, vertreten 
und von A im Gleichgewicht erhalten wird; ebenso ist Pj abhängig von 
P3 (wie P, von P) und kommt also auch in der Momentengleichung in 
Wegfall. Die letztere lautet 

AH-P,y,+Pa4- = 0. 
oder bei mn geschnitten 

P2y3+P3 4--P-T = °' 

P 

A = -^ und Gl. a eingesetzt, ergiebt sich 

(0 . . . . . p.=p(-4-i). 

In Folge der Senkrechten yiy2y8 entstehen mehrere ähnliche Drei- 
ecke, die aus der Figur leicht zu erkennen sind, indem <9 = <Ifba. 
<;bca = <;bag = 90 — a, <edc = a. 

Bezeichnet man ab mit h und ai mit s, dann ist 

Cl, = ]/(], + 8)« + (1^' + i. /4(h + 8)« + I«, 

HC = ys* + (y)* = y Vü* + T' und gb = Vh« — y,». 

In den Dreiecken gba und cbi verhält sich 
y^ : h = ci : cb oder 

yj : h = -- : ^ Vi (h + s)» + 1», sonach wird 

. ^ hl 

"^* Vi (h + 8)»^+ 1» 



/ 
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In den ähnlichen Dreiecken gba und cde verhSlt sich 
yg : l = gb : h oder gb eingeführt, 

yj = r — — — und noch yg eingesetzt, reduciert 

^ 2 1 (h + s) 

^•~ y 4(h + s)» + l« * 
Endlich verhält sich in /\^abf und ^ aci 
yj : h = ci : ac oder 

^ hl 

^' Vl»+48» ' 
Jiytys üi die GL a, b, c eingdühit, erhält man die Ausdrücke für 
PjPgP, geeignet zusammengezogen, und ac = l,, cb = l, gesetzt, 



woraus 



Pi = fh-^'4 8« + 1» = y ^, ZugkraA 



P, = :^>^*(h + 8)» + r 



2 



LI 

2 h 



, Druckkraft 



s 



Pj = P -^ Zugkraft. 



(94) 



Für s = folgen wieder die obigen Formeln 93. 

Je kleiner s, um so mehr heben sich die Kräfte in den Stangen ac 
und ad gegenseitig auf. 

Unter den gleichen Belastungsverhältnissen wie in obigem Beispiel 
für 1 = 6", h = 2", s = 1", P = 650 Klg. würde man Pj = 520 Klg., 
P, = 700 Klg. und P, = 325 Klg. erhalten. 

Entwickelt man aus obigen Dachstühlen die beistehende in Fig. 236 
dargestellte Form, dann brauchen wir in obigen Gleichungen nur s ne- 
gativ bei Beibehaltung der analogen Bezeichnungen zu setzen. 

Man erhält 



p p 1 

p.=^y4(h-s)« + i»=4^ 



p.=— p 



8 



. (96) 



3- ^ j^ . 

Verwendet man erst a, dann b als Drehpunkte, dann ergeben sich 
dieselben Momentengleichungen wie oben 

A -g- -|- P, y, == und A -^ Pj y, =0, woraus 

16* 
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Das Gerüst bei mn geschnitten, die durchgeschnittenen Strebenstellen 
durch Kräfte ersetzt, folgt Gleichgewicht, wenn 

P»y« + Ps y + P. • + pi- = und 



'''=''(Tfc-0- 




Aus den ähnlichen Dreiecken ^ gba ^^ cib findet man y, durch 
die Proportion 

yj :h = ci:l2 = I/2 rl», 
Ih 

Alis y,:h=ci:ca=l/2:lj in den Dreiecken cia~fab, ergiebt sidi 

hl 
^» = 21; • 
yg endlich aus den ühnhchen Dreiecken edc und cib; es vetbält sich 

y, :l = h — s:l,=h — s: V (h — s)* + (1/2)» und ist 
l(h-l) 



ys = 



i> 



Die voi-stehenden Hebelarme y^ y^ y^ in die Ausdrücke fiir Pj P, P, ein- 
gesetzt, etwas reduciert, lassen sich die Gleichungen (96) leicht entwickefai. 
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3) Der beistehende sog. einÜEiche Polonceaubinder kann bekanntlich 
sdion bis ca, lö" Spannweite verwendet werden. Jeder Sparren für sich 

Ffg. 237. 




Fig. 237 a. 



4 










dacb, cfhg bildet ein verstärkter Träger; um dessen Durchbiegung zu 
Termeiden, ist derselbe durch die Druckstangen ab und fg^ an denen die 
Zugstangen da, ca bezw. cf und hf befestigt sind, so verspannt, dass er 
für grössere Längen verwendet werden kann. Zwei solcher Träger schar- 
nierartig unter sich imd noch mit der Zugstange af, wie in der Figur 
angedeutet, zusammengestellt, bilden einen Binder. Jeder Träger für sich 
ist gleichsam ein umgekehrtes Hängewerk (s. Fig. 70). Die Kraft x in 
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b^ hier eine Komponente von P, bewirkt durch die Druekstrebe ab je eine 
Zugkraft in ad und ac. 



Flg. 237 b. 



j-om 




J rr 



lllllllll 



Flg. 237 c. 



JM^^4 



^ S 



Imiliiii 



I 



I 



j 
I 



Die Gesamtlaet verteilen wir am besten auf einzehie Knotenpunkle 
b, Cy g* Diese Verteilung ganz gleichmässig anzunehmen, ist nidit yoB- 
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ständig richtig; jede anf der scliiefeu Ebene gleichmässig lerteilte Last 
wird aicli nach den Auflagern zu am dichtesten lagern, vom First nach 
unt«n zu zusammendrängen. Von der Emiittelung einer genauen Druck- 
verteilung wollen wii' aber abstehen, sie würde uns zu weit fiihren. In 
Bezug auf den Winddruck nimmt man densellwn unter 10° Steigung zur 
Horizontalen an. Massgebend titr uns ist nur die eiue Komponente, 
welche senla-echt zui- Dachfläche wirkt W, während die andere, da die 
Reihimg des Windes an der Fläche Null angenommen werden kann, nicht 
in Betracht kommt. Der Winddruck ist von der Windgeschwindigkeit 
abhängig und kann für Deutschland zu 200 Klg. pro D" angenommen 
werden*), je fladier das Dach, um so geringer ist der Diiick der senk- 
rechten Komponente. Für die Praxis genügt es bei einei' Neigimg von 
l ; 1 (45°) 100 Klg. pro O" Dachfläche, bei 1 : 5 (10 bis IV) 20 Klg. 
pro D° senkrechten Druck auf die Dacliiläche anzunehmen. 

Zerlegt mau diesen wieder in eine horizontale luid vertikale Kompo- 
nente W^ und Wi, 80 wirkt die erstert! am Hebelami der Schweipunkts- 
eiitfeimuug als Umsturzmoment, um den Dachstuhl bei d oder h zu kanten. 
Die andere Teilla-aft W, ^ W cos a würde zu obigen Vertikalkräften zu- 
zuschlagen sein. Fih' die verschiedenen Dachneigungen von 45^ bis 10° 
ist aber W, =80 bis 15 Klg. pro D" Dachfläche. 

Zur EiTOittelung der inncm lüüfte wirken auf einen Binder insge- 



2 ^" 



1 fi)lgt aus 



samt 3 P Klg., die beiden Auflngei-drücke sind dann A 
^^L Betrachten wir a als Dn^hpunkt und schneiden bei b die Strebe db, 



AI,. 



(«) 



Drehpunkt b. Schnitt bei a der Strebe ad, findet man die Momenten- 
gleichung 

.\lj =1*1 yi und 

h "-^ '^ 

^^V Die Kraftiiclitung in beiden Streben ist entgegengesebit, P, ist 
^^nck, P, Zugkraft. 



•) POr Brücken 25(J Klg. pro D"'l infolge des Unglückes dsr Tay-Brücke in 
&igland letste man nach neueren Beobacbtungen bei ü" Wiudgeech windigkeit, 
270 Klg. pro D" fest. 
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Zur Ermittelung der Kraft P5 schneiden wir bei e und wählen c als 
Drehpunkt; es entsteht Gleichgewicht, wenn 

A 1/2 = PI, 4- Pj h, oder 

Al/2 — PI, 



(c) 



P5 = 



Bei m^iij geschnitten und A ^ Drehpunkt betrachtet sind die 
Hebelarme der Streben db und do Null, ab, also Pj wirkt an db = y3 
so zwar, dass 

Psy« =Pln wonach 



(d) 



' y« 



Ein Schnitt bei nigUg und A als Drehpunkt liefert die Momenten- 
gleichung 

PI, +P5S — P4y4=0, also 

(e) p^ = Fk+I^, 

Derselbe Schnitt, aber B als Drehpunkt zu Grunde gelegt (S. Fig. 237 a) 
liefert die Momentengleichung 

Pe X — P^y — Ps 8 = Pl/2 + Pl„ woraus 

_ Pi/2 + pi. + p,s + P4y 



(f) . . . 



6 



Setzt man in diese Gleichungen A = 3/2 P; 1, = 1, = 1/4, dann er- 
hält man entsprechend reduciert: 

3 PI 



(96) 



P.= 



'8 "y. 



R = ' P'* 



• • 



V 

" .7 2 

P _ LJl 
p -^- 



PI 



4y, ViCh + s)»-!-!« 
PI 



p^=ih7:<''+2s) 



i 



^«~ 4hx 



[2h + (h + 2s)(l + ^)]. 



Setzt man flii' einen Fall alles in allem gerechnet 

P --= 2000 Klg., 1 = 12", s = 1,3, h + 8 = 6», 
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dann erhält man 








P, 


3 200O ■ 12 
8 1,6 


= 60O0 Klg. 






P, 


3 PI, 3 

2 y, -2 

1 2000 ■ 12 

2 3,7 


^ = ,700K,. 
= 3300 Klg. 




p 


2000-12 


= 1600 Klg- 








V4-6'+12' 




P. 


= ^|^("+-.^)- 


3700 Klg- 




P, 


-^^b 


3,7 + (3,7 -f 


2-l,3)(l + 


7,6 
2,8 



:,8/J 



6600 Klg. 



In der lunstehenden bekanuten Dachstuhlkonetruktion (stehender 
Dadiatuhl, KeUbalkendach) sind die Sparren unterstützt durch den Ein- 




bau maop, bezw. abgesteift durch den Kehlbalken po. Üie Säulen pm 
and on sind entweder durch Mauern unterstützt, oder sie dienen aJs 
Häageetangen, um eine innere Last durch die Strebenteile tp imd or auf 
die Seitenmauem zu Übertragen; auf eventuell weitere Konstruktionsele- 
mente, Kopflulnder, Fetten wollen wir hier nicht weiter eingehen. Die 
Aossenlast incL Eigengewidit sei in den Punkten p, s, o verteilt und zu 
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je P Klg. angenommen. Die Innenlast sei q Klg. gleichmässig verteiH 
oder in m und n zu je Q Klg. redudert. Ist eine solche Torhanden, 
dann ist 
(a) . . . . A = B = 3/2P + 9/2 = 3/2P + Q. 

Die Kraft P in s verteilt sich wie uns bereits aus GL 93 bekannt 
und aus Fig. 239a zu ersehen ist 

Fig. 288». 




f/ 



lim li IUI 



T 



T 



1 1 



4ArAi 



Die Kräfte in o und p, sowie die Innenlast wird, wie Fig. 239 b an- 
deuten soll, Ton dem Einbau übernommen. 

Die Kräfteverteilung in Fig. 239a ist, Gl. 93 

In p und o zerlegen sich die Kräfte in 

P4 = P tang a = P -^-r-, und weil P = P5 cos a, 



Gleiobgewicht und Krftfteyerteilimg in eiiiigen Dachkonstruktioiieii. 261 



P5 = 



p y, p 

—1 = " - = ^ Yi» -1- 4 h* 

cos« ■/(l/2)*4-h* 2 h 



(c) 



Aus dem Parallelogramm in r findet man 

Pe = Pfi sin a imd Pg eingesetzt, aus (c) 

1 



Pe=Ptanga = P-2Y = P4- 

Tig. S89. 



(d) 




ng. 28 9 a. 





Fig. 289 b. 



-^ 



Das grÖBste Moment der gleichmässig verteilten Last auf tr ist 
(GL 63a, S. HO, Fig. 129) M = ^, das grösste Moment, Avie die Ver- 

o 

teilung der Kräfte Q, Fig. 239b, in m imd n liefern, ist nach 61. 68, 
Fig. 134, M = Qlj. Setzt man beide Ausdrücke gleich, dann erhält man 

-^ = Qlj imdQ = ^. ...... (e) 

Soll die Last Q in p und o aufgehängt werden, so ist zu P in p 
und o noch Q zuzuschlagen. 
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Ist keine Innenlast vorhandeu, dann ist der Sparren ps, bezw. so, 
nach Gl. b bezw. 93 zu berechnen; der Sparren in pt hat aber ausser- 
dem noch die Druckkraft P5 auszuhalten, nämlich zusammen 

<97) .... p,+p,=^-P-yir+4h«. 

Der Kehlbalken po hat dem Druck 

(97 a) . . . . P. = P -— — = P tg a zu widerstehen; 

J n 

Der Träger tr ist auf Pj + P^ zu berechnen, nämlich 
(97b) P,_f.p,=^^p. 

Ist eine Innenlast q vorhanden, dann ist in den Formeln für P4. 
P5 und Pß noch Q zu P zu zählen, es wird dann, wie oben 

<97c) . . . . P,=^^, p,=-^yT»T4^ 

hingegen 

<97d) . . . P4 = (P + Q) -gr-' ^e Druckkraft in tp, 

<97 6) P, + P. = ^ yT» + 4h« + ^^ VT'TTW 

2h i^*"» 

die Zugkraft in tr 

(,,0 p.+p. = ^-^h-^±^-|, = (-|-p + q)^,. 

Ausser dieser ist aber der Träger noch einer biegenden Kraft unter- 
worfen, welche Momente sich aus den gleichmässigen Belastungen nach 
dem früheren ergeben. HauptsächUch ist es das Moment in mn, (GL 53a), 

(97g) . M = J- (1 — 2 IJ, sicherer noch M = -^, 

welches eine Durchbiegung des Trägers veranlassen würde. 

Beispiel. Auf einen Binder reduciert, sei P = 1000 Klg. und 
q = 500 auf tr gleichmässig verteilt; h = 4", 1 = 6", H = 2". 

Aus H:h = l,:-1- folgt ^i = ^ = "ItT = ^'^"- 

Man findet ohne Rücksicht auf q 

P 1 1000 6 ,„^ -., 

P, = -^ >^ + 4h« = ^^ VeiZfT^* = 626 Klg. 
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p. + p.' 



= 760 Klg. 

3^ yr.^+4hr=4.i^ y6-+4.4-=1876 Klg. 
4 li 4 4 



P. + Ps ^ 



= 1126 Klg. 



BerückHichtigt man q, dann wird zunächst 

« = 1^ = ^T^=2«' Klg., so.it 



P.= 



1, 
1000 + 260 



1,6 
y6'+4- 



= 1662. 



2.4 

P, = (1000 + 260) -^ = 940 Klg. 

Die Kräfte in po, pt und tr ändern sich jetzt; man findet 

P, = 1260 -^ = 940. 

P, + P, = 626 + 1662 = 2187 Klg. 
P, + P, = 376 + 940 = 1316 Klg. 
Das gröBste Biegtingsmoment in tr ist 

M_iL = _??^ = 375Klgn,eler. 



6) Die Dachsparren 
in dem nächstfolgenden 
Dachatobl, Fig. 240, sind 
nicht in der Mitte unter- 
stützt, sondern in dem 
Verhältnis 

ab:bc = 3:2 
geteilt, BD daas die Kno- 
tenponktsbelastung in bc 
und d nicht gleichmässig 
angenonun en werden kann . 
Die Figur 240a stellt 
die gleichmässige Vertei- -* " ' ' * ' "^"v- 

Inng des Dachstuhlee dar mit zusammen lOOOOKlg., es kommen sonach auf (r 

p.=- 



JX 


Vr 




' A 


ßCJf 


^^-^ 


4~ Sasv-j-s^^i^^t^ 


*' 
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auf b und d 



P, = ^ + ^ = 2600Klg. 



In A und B wirken je 5000 Klg., von denen die Hälfte der gleich- 
massig verteilten 3000 Klg. abgehen, so dass für 

A = B = 5000 — 1500 = 3500 Klg. 



s^a^ 



Fig. 240 a 



Jfi^ 




^*« 240b. bleiben. Auf die graphische Verteilung 

der Kräfte, Fig. 240 b, kommen wii- spä- 
ter zurück. Wir haben auch hier die 
Druckstreben mit starken, die Ketten- oder 
Zugstreben mit schwachen Linien ange- 
geben. Die Spannweite ist, wie aus dem 
Massstab zu ersehen, 10". 

Wir benötigen die Berechnung von 
ftinf Streben, da die andern symmetrisch 
liegen; die Kräfte in den Streben seien 

Schneidet man die Strebe 2 und be- 
trachtet b als Drehpunkt, dann erhält 
man die Gleichung, wenn y, | af, 
Alj = pi jj , woraus 

Den Knotenpimkt f als Drehpunkt betrachtet, erhält man die Strebe 
ab geschnitten , wenn y, = 2,4 senkrecht durch f auf die Kraftrichtung 
von ab, die Bedingung, lun ab vor Druck zu schützen 

Al/2=yiPi, aus welcher p» = — !^ = — ^— = 7300 Klg. 

Verlegt man den Schnitt zwischen b und c, so lässt sich die Kraft 
in (4) finden, es wirken hierbei die äussern Kraft» P^ und A an ihren 
betrefienden Hebehirmen 1, und 1/2, während p^ an yj angreift;. 
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Die Momeutengkiclrnng ist 

Al/2 — P, ], 3500 ■ 5 - 2500 - 2 ^^^ ^., , 
P4 = ^.^ '^ = P -= 5000 Mg. iibg. 

Den Drehpunkt uach a verlegt und erst nacli inn geschnitten, ei'- 
; man die Gleichung 

Pj Ij + pg y« = , somit 

t Schnitt aber durch m, a^ gelegt gedacht, findet man 

P,i,+p.y< + p. 1/2 = 0. 

Die Hebelanue wieder aus der Zeictinuufj entnonuneu j^ = 6,3, 

1/2 = 5, 1[ = 3, uud da wegen der Sj-rametrie des Binders pg == p, = 5000, 

ri^ —7500 + 32 760 ,,^ ,-, ., , « 
folgt pj =^ ^ — - — = 4700 Klg. Zugkiaft. 

6) Das iu Fig. -238 (uud Fig. 238a) dargestellte doppelte Poloiiceau- 
dach sei pro Binder mit 7000 ICIg, belastet, so dass auf jeden Knoten- 
punkt b, d, f, h . . , P ^ 1000 Klg. gleiclunässig verteilt kommen uud 
jedes Auflager mit A := B ^ 3500 Klg, Reaktionsdruck entgegen wirken 
mu88. (S. d. Figur S. 249.) 

^Eii handelt sich nun anch hier um die Bestinmiuug der KmAie in 
Streben. Die äusseren lassen wir wieder senkrecht einwirken, und 
en erst später auf seitlich wu-kende Kräfte zurückkommen, wetm 
solche in Rücksicht gezogen werden müssen. Aus dem der Figiu' bei- 
gegelieneu Massstab sind die Längen der Hebelarme der äusserpu und 
inneren Kräfte bezogen auf die einzelnen Drehpunkte zu entnehmen, die 
wieder mit x und y bezeichnet haben; die inneren Kräfte seien 

ft) Drehjjunkt I), Sclmitt der Strebe (2) bei c. 
Ax, =pjyi oder 

3500 ■ 2,9 = p, 1,6, somit p, = -^^- ^ = 7000 Klg. abg. 
b) Drehpunkt c, Schnitt der Strebe (1). 
Ax, = p, bc oder 3500 ■ 3,8 = p, 1,6, somit p, = 8300 Klg. 
Der Hebelarm bc der Kraftricbtung in ab fällt mit der Ih-uckstrebe 
S euBammen, da er _L ab durch c gehen niuss. 

Die Kraft in b wirkt nach A und nach c als Dnickkraft. sucht also 
1 (1) und (3) zu zerknicken, wäluvnd sie von c auf die Streben 
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(2) und (5) ziehend wirkt Obige beiden Momentengleichungen müssen 
also, A als positive Kraft angenonmien, heissen 

Axi + p2yi = und Ax, — pj bc = 0, 
woraus p, negativ, als Druckkraft, resultiert. 

c) Drehpunkt a, Schnitt m^ni. 

Die Hebelarme der Schnittstreben (4) und (2) sind Null, somit, weil 
P in Richtung pj wirkt 

Pxi -|- Pj ab = 0, oder 

1000 • 2,9 + pa 3,5 = 0, woraus 

P3 = - ^QQ?-^>9 =830 Druck. 

d) Drehpunkt d. Schnitt der Strebe (6) bei e. 

Ax3 — Px^ = PeJa ? ^^^^ 

3500 . 6 — 1000 . 3 = pe . 3, woraus p« = 6000 Klg. 

e) Drehpunkt a, Schnitt bei m, n^. Hier kommt nur die Zugstange 
cd in Betracht. 

Pxi =P5y8> oder 

1000 2 Q 

1000 . 2,9 = ps 2,8, ps = ^^^' = 1040 Klg. 

f) Drehpunkt c, Schnitt mgU,. 

Axj — Pxg -|- p^ tc = 0. Aus 

3500 . 3,8 — 1000 . 0,9 + p* 1,6 = 0, erhält man 

p^ = 7700 Klg. Druck. 

g) Drehpunkt e. Schnitt bei d oder mgn^. 

Axß — P (xe — X,) + P4 de +^74 = 0. 
Setzt man in diese Gleichung Xg = 8, de = 3,4, y^ = 3,1 aus der 
Zeichnung entnommen, dann erhält man naliezu auch p^ = 7700 Klg. 
Die Abweichungen liegen an der Uugenauigkeit der im selrf kleinen 
Massstab ausgeführten Zeichnung. 

h) Drehpunkt h. Schnitt bei i. 
Al/2 — P(l/2 — xO — Pa/2 — X,) — P(l/2 — x,) = P27"Th, oder 
Al/2 — P[fl-(x, + X3+x,)] = p,, 6,8. 
1/2= 12,3" und die obigen Zahlen für XjXg, sowie 
X, =9,1" eingesetzt, resultiert i),^ = 3550 Klg. 

i) Drehpunkt d. Schnitt bei m^n^ 

Axs — Px^ = pio Je = P27 y? oder 

3500 . 6 — 1000 . 3 = pio • 3 — 3550 • 2,8 , hieraus folgt 

p,o = 2800 Klg. 
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k) Drchpuiikt g, Schnitt m^li^ 
Axg — P{xs — X,) — P(xg — Xs)^p,,y^ — Ps fg oder, weil fg = bc, 
l 3ÖO0-1O— 1000[(T,2 + 4)] = 3550.3,5 — p, 1,6, somit 
Pg = 7000 Klg. 

1) Drehpunkt e, Schnitt durch 8 und 9 
Ax,-[P{x,— x,) + P(x8-Xj)3 = p«d; + p,y,, oder 
3500-7,6— 100O[4,7 + l,6] = 7000-3,4 + p,3,0, also 
p, = 1100 Klg. 

m) Drehpunkt »i, Sclinitt bei n^mg. 

Infolge der Symmetrie des Bindere sind offenbar die Kräfte gleich 
in C'^3) und (6), (20) imd (7), (18) und (9), (17) und (8); rechts- 
%itig ist somit 

r.Ti+Pxj — l'ioaidi + PiByB = 0, bezw. 
1000(2,9+6) — p, 7,2 + 1100-3,3 = 0, sonach wd 
Pt = 1700 Klg. 

n) Drehpunkt a, Schnitt mjns 
Px, + Pxa + Px, =p„ -0 + p„ y,„ — p„ Ü, 
1000 (■2,9 + 6 + 9,l) = p,3-« — 3550-1, hieraus erhält man 
p„= 3600 Klg. 

u) Di-ehpuukt g, Schnitt ra^Uj 
Ax8-[P(Xg-x,) + P(x,-x,) + Px,l + p.,fg-p,,y, = ( 

, 3ö00 . 10 — 1000 (7.2 + 4,0 + 0,9] — 3550 - 3,5 + p,, 1 ,6 = 0, 



Pj, ^6500 Klg. Drut;kkratL 
p) Die Druckkraft in (11) hat denselben Wert, wie in (3), weil in 
1" und b ilieselbeu Zerlegungen in die Streben (8) und (11) bezw. (1) 
und (3) von den gleichen Kräften P = 1000 vorgenommen werden können. 



Eüt.i 



7) Wir haben in Kig. 241 einen englischen Dachatuhl von 32" !^pann- 
mit der gleichen Last wie den erweiterten Polonceaubinder, Fig. 238, 
beliutet, und wollen im tolgenden die Grösse der inneren Kräfte zu er- 
mitteln suchen. 

Auf jedem der sieben Knotenpunkte sei die Last P^ 1000 Klg,, sodass 
1000 



1 der Auflager mit - 



- = 3500 Klg. entgegendrückt. 



Die Erüfte in den Streben sind wieder p, p», pj - • • , während wir 
in der Fig. die Streben selbst mit den betreffenden Zahlen bezeichnet haben. 

B«cbl. Hecbuuk. I. IT 
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Auf die graphische Verteilung der Kräfte, wie Bolche in Fig. 241a 

dargestellt ist, wollen wir erst später zurückkommen. Die Hebelanne 

X . . . y . . . sind aus dem beigegebenen Massstab zu entnehmeiL Die 

Druckstreben, welche also eventuell zerknickt werden könnten, haben vir 

wieder durch starrere Linie marldrt als die Zugstreben, die durch Ketten 

ersetzt werden könnten. 

n«. »I 




a) Drehpunkt b; Schnitt durch die Strebe (2). x„ senkrecht aaf die 
Kraftrichtung A, y^ senkrecht zur Richtung der Kraft in (2), beide dnrcb 
den Drehpunkt gebend. 

A X, =1 pj y, oder 

3500- 4 =:p, 2,5, wonach p, =^^^^tG0O Klg. Zug. 
A zieht an der Stange ag, drückt hingegen tn Richtung ad. 



b) Drehpunkt c, Schnitt der Strebe (1). 
A X, + p, y, = 0, oder 

3500-8 



-3500- 8 = p, 4,1; p, = 



4.1 



: — 6800 Klg. Druck. 



c) Drehpunkt a, Schnitt m, 

— Px, ^p, yj, oder 

— 3000- 4 = pg 4,3; p,=930 Klg. Druck. 

d) Drehpunkt c, Schnitt der Strebe (4). 

= Ax, — P (x, — X,) + p^ T,, oder 

3600.8 — 1000 (8 — 4) = p4 4,l; p«= — 5800 Klg. Dnict 
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e) Drehpunkt a, Schnitt m, n,. 
— Pxj + Ps Xg = 0, oder 

— 1000. 4J+P5. 8 = 0, woraus p^ = ^^^'* =500 Klg. Zug. 

o 

f) Drehpunkt e, Schnitt durch (8). 

Axj — P (xj — X3) — P (xj — Xj) + Pa J4, = 0, oder 

= 3500.12 — 1000 [8 + 4]+p» 6;p^ = — 5000 abg. Druck. 

Flg. UiK 




g) Drehpunkt d, Schnitt durch (6). 

Axj — P (x, — Xi) = p, y«, oder 

3500 . 8 — 1000 . (8 — 4) = pe 4,8 ; p« = 5000 Zug. abg. 
b) Drehpunkt a, Schnitt m^ n^, 

— Pxj — Pxg = P7 Je, bezw. 

— . 1000 (4 -f 8) = p7 9,5; p^ = — 1260 Klg. Druck, 
i) Drehpunkt a, Schnitt m4 n^. 

— Pxi — Pxg — Pio X9 = 0. 

1000.4 + 1000.8=== 12. pio; Pio^lOOO Klg. Zug. 
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k) Drehpunkt f, Schnitt durch (9). 
Ax» — P (x, — X,) — P (xg — JE,) = Pb y,o 
3600 .12 — 1000 (12 — 4) — 1000 (12 — 8) = 7,6 p, ; 
pg = 4000 Klg. Zug. 

1) Drehpunkt g, Schnitt dui-ch (12). 
Al/2-[P(I/2-x,) + P(l/2-x,) + P(l/2-x,)]+p„y,=0 
3500 • 16 — 1000 [12 + 8 + 4] =— R,2p„; p„=— 3900 Druck. 

m) Drehpimkt a. Schnitt nij n^, 
p„yg=_(Px, + Px,-f-Pxa)=— 1000-4~1000-8~1000-12. 

p„ = — -^J^ = — 1700 Klg. Druckkrafl. 

n) Drehpunkt a, Schnitt m, n,. 
— Px.-Px.—Px, — p,jX,-p,4y,+p,, 1/2 = 
1000 (4 + 8 + 12) + 1700 ■ 13,3 + 4000 ■ 1,9 = p,, - 16, worans 
p„ = 3400 Klg. Zug. 

Wir haben hier ji,, = pg und p^ ^p,, gesetzt. 



8) Wir schliessen Fig. 242 noch einen freihängenden DacbBtuhl an, 
wie er als eiserner Dacbstohl jetzt vielfach auf Bahnhöfen als Pemjii- 
dachstuhl verwendet wird. 

Das Dach sei gleich- 
massig belastet, so dass ndi 
die Einzellasten in den Kno- 
tenpunkten, wie in der 
Figur verzeichnet, Terteilen. 
Die Ausladimg sei 4", dif 
Verteilimg der Einzellast 
ergiebt sich aus der gldcli- 
mässigen Verteilung, ent- 
sprechend der Fig. 240a, 
an den Endpunkten 

P/2 = 600 
in den mittleren Knotat- 
punkten P = 1 000 Klg. 

Die senkrechten Streben 
ab, ed, fg and bi mi 
Drockstreben , ebenso muss auch ic eine steife Stange sein, hingegen 
können hg, fe, da und hc durch Ketten ersetzt werden, sind Zugstangen. 
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Die Bezeichnung der Hebelaa*me und Drehpunkte ist gleichlautend 
wie in vorigen Dachstühlen durchgeführt 
a) Drehpunkt a, Schnitt durch (l). 
= P/2xi — Pi j'i, die Kraft in (1) wirkt P/2 entgegen, somit 

600 . 1 = pi 0,5; pi = ^ = 1000 Klg. Zugkraft. 



Fig. 242 b. 




• 5-^^/5' 




b) Drehpunkt b. Schnitt durch (2). 



P/2 Xi + Pj ab = 



600 



600 • 1 = — Pj 0,55; p, = — -7.-.^ = — 900 Klg. Druck. 

U,00 

c) Drehpunkt d, Schnitt durch (4). 
P/2 (xi + X,) + Pxg + P4 ed = 0, oder 

600 . 2 + 1000 . 1 + p^ 1,1 = 0; p^ = — -^^ = — 1800 Klg. 

d) Drehpunkt b. Schnitt ni^ n^. 

P/2 X, = y4 p5 + ab p4, oder 

600 . 1 = 0,37 p5 + 0,55 • 1800, woraus folgt 

p^ = 1330 Klg. 

e) Drehpunkt e, Schnitt m, n, durch (6). 
P/2(xi + x,) + Px,=pey,+P4-0 + p5y3, oder 

600 . 2 + 1000 • 1 = Pe 0,95 + P5 0,7 = 0,95 p« + 0,7 • 1330; 
hieraus findet man p^ := 1 100 Klg. 
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f) Drehpunkt c. Schnitt m^ n,. 
Px, + p, X, = pi yj + p5 y, 

1000 . 1 + ps . 1 = 1000 . 0,96 + 1330 • 0,7 
P3 =s: — 880 Klg. 

g) Drehpunkt f, Schnitt durch die Strebe (8). 



P/2(x, + x,+x,) + P(x,+x,) + Px,+p, fy = 
500 . 3 + 1000 . 2 + 1000 • 1 + 1,7 -pg = 0; man findet 
Ps = — 2650. 

h) Drehpunkt d, Schnitt 1114 n«. 

P/2 (xi + X,) + Px, = p3 y^ + pg ed, 

500 . 2 + 1000 . 1 = 0,55 P9 + 1 ,1 • 2650; somit 

Pe = 1670 Klg. 

i) Drehpunkt g, Schnitt m^ n^. 
P/2 (xi + X, + X3) + P (x, + Xs) + PX3 = p, ye + Pio Yi 
500-3 + 1000.2+ 1000. 1 = 1670. 0,9 + Pjo 1,45; es wird 
Pio «= 2080. 

k) Drehpunkt c, Schnitt mg nj. 

Pxi = Pt (Xi + Xj) + P5 X5 + Pj Xg 

1000 . 1 = p7 . 2 + 1330 . 0,75 + 1670 • 1,7 ; hieraus 
p, = — 1400 Klg. 

1) Drehpunkt h, Schnitt 14. 

P/2(x,+x,+X3+xJ + P(x, +x, +xJ + P(x,J.xJ 

+ Px4+pi4ih 
500.4+ 1000(3 + 2+ l) + 2,25.pi4 = 0; 
8000 ^^^^ ,^, 

m) Drehpunkt f, Schnitt m^ n^. 
P/2 (x, + X, + Xs) + P (x, + X3) + PX3 =p,3 y,, + p,4 f^ 
500 . 3 + 1000 . 2 + 1000 • 1 = 0,7 pj3 + 1,7 • 3560, hiemach 
Pi3 = 2200 Klg. 

n) Drehpunkt i, Schnitt m^ n^. 
P/2 (x, + X, + X3 + xj + p (x, + X3 + xj + P (X3 + xj + PX4 

500.4+1000.3+ 1000-2+ 1000. 1 = 0,9 pi3 + 2. p„ 

= 0.9.2200 + 2.pig 
p,,= 3040 Klg. 

0) Drehpunkt c , Schnitt m, n, ; hier kommen die drei Krilte iB 
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(9), (11) und (13) in Betracht, da die Momente in den andern Null 

■ P (x, + X,) -t- Px, -h p„ (X, + X, + x^) = p„ Xt + p, X, 

^h 1000 • 2 + 1000 - 1 + p„ . 3 = 2200 2.7+ 1670 = 1,7 

^H p,, = — 2000 Klg. abg. 

^B Denkt man »ich die ganz gleichniä^Big verteilte Last 4 ■ F = 4000 Klg. 

H^if ic liegen, und betrachtet h als Drehpunkt, so wirkten die 4000 Klg. 
als vereinzelte Last am Sdiwerpunktshebelarm x^-f-Xj^ie. Aus der 
Momeoteiigleichimg P, iF-)- ie . 4000 = 0, oder 2,25 ■ P, + 2 • 4000 = 
findet man dann 

Diese Kraft ist natürhch so gross wie die (14), Ä*ie p,, und muss 
entgegegengesetÄt wie in der Figur angegeben wken, oder imigekehit 
die Mauer muss an dieser Stelle den Dmck 3560 Klg. aushalton. Eine 
horizontale Kraft Pi in h angebi-acht, hat dieselbe Gi-Össe, 

Die in Richtung hc anzubringende Befestigung, durch die Aiissen- 
kraft Pq angedeutet, steht in demselben Verhältnis zu P, wie hc zu ic, 
30 dass 

Po : P, = hc";ic7oder 

Po : 3560 = 4,59 : 4, woraus man findet 

P.=i58?^=, 4080 Klg. 

Es bleibt uns noch übrig die Kraft in (15) zu bestimmen, 
Von den beiden Befestigungen des Dacbgeiüstes in h genügt es eine 
in Anwendung zu bringen, und zwar P^. Dieser Kraft entgegen wirkt 
p,«. Trägt man sich um h Fig. 24-2b die Differenzkraft 

Pg — ('18 = 'lOaO — 3040 = 1040 Klg. in Richtung sh |] P^, 
die Kraft in (13) p,, = bt = 2200 Klg. und P/2 = 500 Klg. I| nh 
aof, so bilden sh und lit die Resultante hu; sie ist aus der Zeich- 
nung entnommen 1500 Klg., addieit man liierzu P/2 ^ 500 Klg,, dann 
ist die Strebe hT auf die Kraft p.^ = 1600 + 500 = 2000 Klg. beau- 
spmcht 

Tl. Gleichgewicht und Kräfteverteilung in senkrechten 
Bfierüstpfeilern. 

^^B 1) Die Fig. 243 stellt ein Baugerüst als Provisorium oder einen Fach- 
^^■ttfcspfeiler für eine Brücke dar, welcher sowohl einem senkrechten Dmck 
^Hk auch einer seitlich wirkenden Kraft Widerstand leisten soll. 
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Die vier nahezu senkrechten Eckstrehen sind in gewissen Entfemongen 
durch horizontale Balken (1) (3) (5) (7) rerbunden und Übernehmen den 
senkrechten Druck. Um eine seitliche Versohiehung zu vermeiden, oder 
wie schon angedeutet, um einer auf den Pfeiler einwirkenden Seitenkraft 
Widerstand zu leisten, sind von allen >ier Seiten Kreuze eingespannt. 
Die von rechts nach hnks wirkende Seitenkraft W übt in (1) einen Dmck 
aus, welcher sich von b nach a fortpflanzt, in a greift die Seitenstrehe, 



Flg. W. 



Flg. UJa. 





Zugstange ad^(ll) an und überträgt die Seitenkraft nach (3) und so 
fort von d nach c durch (12) nach (f) bis in die untersten Streben. Die 
Zugstangen cb, ed, gf kommen hierbei ausser Betracht, sie würden wenn 
(11)(12)(18) nicht vorhanden, zusammengeknickt werden, hingegen kommea 
sie zur Geltung, sobald eine Settenkraft in a von links nach rechts wirkt. 

Genau so verhalten sich die Kreuze, welche senkrecht auf die Bild- 
fläche der Zeichnung eingespannt gedacht werden müssen, zu ihren im 
gleichen Sinn wirkenden Kräften. 

Das Gerüst, Fig. 243, diene als Stützpunkt zweier Brückenträger; 
jede Eckstrebe ag, hh habe einen senkrechten Druck (Eigengewicht imd 
zufällige Last der Brücke) von K= 6000 Klg. auszuhalten; das Eigen- 
gewicht des Gerüstes verteile sich so, dass auf jedem Knotenpunkt p, = p. 



Gleichgewicht und Kräfteverteilong in senkrechten Gerflstpfeilern. 265 



= P4 = 1000 Klg. kommen. Wir wollen vorläufig von einer Seitenkraft 
absehen und die Kräfte in den Druckstreben (1), (2), (10), (4), (5), (9), 
(6)> (7)j (8) bestimmen, von denen, wie leicht zu übersehen P, =Pio> 
P4=P9, Pß =P8 infolge der symmetrischen Verteilung der äusseren Kräfte 
sein müssen, wenn wir die Kräfte mit P in den Streben bezeichnen. Die 
senkrechten Fundamentkräfte sind selbstredend P^ = 6000 + P2 + Ps 
+ p^ = 6000 + 3000 = 9000 Klg. 

(1), (3), (5), (7) müssen steife Verbindungsbalken sein. 



Fig. 843 b. 



Fig. 243 c. 



ß^-^^^ 





• ^ Jt J f S ^ ? * 9 

l"" l I I I I I I I I I 
P^H \ 1 \ \ 1 



a) Wählt man zunächst d als Drehpunkt, so wirkt (s. Fig. 243c) 
K an id, die Kraft in (1) Pi an ib, folglich ist 

K.7d = Piib; 
id und ib aus der Zeichnung entnommen, findet man 

KU 6000.0,56 



P.= 



= 672 Klg. 



ib 5 

b) Drehpunkt c, Schnitt m, n„ x, _Lbd durch c. 
K ci + Keil = Pio Xi oder 

6000 (4,56 + 0,66) = P,o 5,09, woraus P^o = 6150 Klg. 

c) Drehpunkt a, Schnitt mi Ui. 
K ii, — p, ci, + P, ai| = Pjo x^. 

. Die Werte aus der Zeichnimg*) entnonmien, 
6000 . 4 — 1000 . 0,56 + P, 5 = 6150 • 3,98, somit 
P, = 210 Klg. 



*) Wir rerwandten eine solche in grösserem Massstab. 
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d) Drehpunkt c, Schnitt mg n,, Fig. 243 d. 
Pg X, = Kci + Kci, + Pj cd, oder 

Pj . 5,08 = 6000 • 4,56 + 6000 • 0,56 + 1000 • 5,12; hieraus 
Pg = 7050 Klg. 

e) Drehpunkt a, Schnitt mg Ug. 

K • kk, — p, ei, — pj eki + Ps ii d + P5 ak, = P^ x„ oder 
6000.4—10000,56 — 1000. 1,12 + 1000. 4,66 + P5- 10=7060.3,98; 

hieraus folgt P5 = 120 Klg. 



Flg. 248 d. 



Flg. 243 e. 





ns 



f) Drehpunkt e. Schnitt m^ n^, Fig. 243 e. 

Keki + Kek4-P2 eli + Pj el + pg ef = P8 Xg 

6000 . 1,12 + 6000 . 5,12 + 1000 • 0,56 + 1000 • 5,68 + 1000 • 6,24 

== Ps • 6,2. 
Man findet abg. P» = 8000 Klg. 

g) Drehpunkt a, Schnitt m^ Uj. 

Po go, + K Ol — pg eil — Pj ek|— p^ go, + p, U d+p« ki f -f P, ao, 

— ig Xj 

9000 . 1,8 + 6000 . 4 — 1000 • 0,56 — 1000 • 1,12 — 1000 • 1,8 
-f 1000 . 4,56 + 1000 . 5,12 + P^ 16 = 8000 • 3,98. 
Hier kommt die Kraft Pq mit in Betracht, welche auf g einwirkt^ 
weil der Schnitt die Strebe ag nicht mehr erreichen kann, wahrend bd 
den übrigen Drehungen um a die Schnitte m, Ui und m^ nj durch ge- 
nannte Strebe fuhren müssen, eine Kraft bezw. eiii Moment unterhalb der 
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K^tescluiittenen Streben alwr nicht melir iiiitgeiTchiK't wei-deii kunii, denn 
die Strebe geht duifh den Drehpunkt a seihst. Man crbült aus der letÄteu 
Gleichnng P|, = 900 aliger. — 



1 




i43r. 








p 


i 




S" 


e 


A^ 


s 


y-' 


7. 



Flg. 113 (. 



4—»- 




Wir lassen nnii W wirken und 

erhalten eine Reihe von Klüften, welche 

auch auf die bereits envahnfen Streben 

einwirken, zu deren Ki-äften itlso addiert 

werden uiüesen; ausserdem erhalten wir, 

wip schon angedeutet, in (11), (12) und 

(18) noch Zugkräfte, welche die diese 

kreuzenden Zugstangen übernehmen 

würden, wenn W von rechts nach links 

wirkt. 

Wir haben W = 4000 Klg. angenommen und zwar konzentriert in 

irkend. Die Strebe (10) hat dann nichts auszidiolten, weil die 4000 Klg. 

i die Strebe (1) auf den Knotenpimkt a einwirkt, an (11) zieht und 

1 Teil aJif (2) diUckl. 

a) Es sei c der erste Drehpunkt, Fig. 243f, und wii' legen nach 

^m« einen Schnitt, so wirkt die Kraft in (11) an x^, W, also auch P, 

I yij Ulan erhält die Gleichung Wy, = I'n x^, die Hebelarme eingesetzt 

4000 • 5 = P.i 3,8, womuB sich P„ = 6260 ergiebt. 
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b) Drehpunkt d und die Strebe (2) durchschnitten, erhäft man Wy, 
= Pg X5, die Kraft W würde das Dreieck abd um d gedreht herunter 

klappen , die widerstrebende Kraft in (2) ist P, = — ^ oder weil y^ 



Xft 



= y,x,=x, (Fig. 243 d) 

_ ^000^ _ 3320. 
5,1 

c) Drehpunkt c, Schnitt m^ n^, die Hebelarme in (12) und (4) sind Null. 

Wyi = P9 Xi oder 

4000 • 5 = P9 5,1, woraus P^ = P, = 3920 Klg. 

d) Um die Kraft in (3) zu erhalten, verlängern wir ac und bd und 
wählen den Schnitt o als Drehpunkt, welcher in senkrechter Entfernung 
17,8" von ab abhegt. Schneidet man das Gerüst bicd durch und bringt 
in der Verlängerung von (3) eine Kraft an, dann ist Gleichgewicht, wenn 

P3 (17,8 + 5) = W (17,8), woraus man 
P3 = 3130 Klg. findet. 

e) Bei ef durchgeschnitten und eine Kraft in P5 angebracht, oder 
in e in Richtung (5) ergiebt die Gleichung, wenn Drehpunkt 

W 17,8 = P. (17,8 + 10), 

P. = ^^ = 2560. 

Ganz gleichlautend ist aus 

W 17,8 = P7 (17,8 + 16), 

P, = i«^ = 2100. 

f) Drehpunkt e. Schnitt m^ n^. P9 wirkt an X3, P^, an x«; der 
Hebelarm von P4 ist Null. 

Die Momentengleichung ist 

Wy, = P12 Xe + Pj> Xj, oder 

4000 • 10 = Pia 4,3 + 3920 • 6,2, woraus 

1\^ = 3650 Klg. 

g) Drehpunkt f, Schnitt m^ n^. Bei diesem Schnitt kommt nur die 
Kraft P4 in (4) in Betracht. 

Wy^ = P^ X7 ; es ist x^ = Xg = 6,2", eingesetzt, 
4000 . 10 = P4 6,2, demnach 
l\ = 6450 Klg. 
h) Der Schnitt m^ n^ mit der Wahl des Drehpunktes in e fuhrt 
(s. Fig. 243g) zu der Gleichung 

Wy, = Pg Xg und weil y^ = y^, Xj = x^ zu dem Resultate P,j 

= P^ = 6450 Klg. 
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i) g als Ilrelipimlrt uikI bei m^ n^ durchschnitten, hffert die Momenten- 
gleichuDg 

1*13 ^fi "f~ I's ^ = ^ysi "•'^'' 

I", 3 ■ 4,9 + 64ftO- 7.7 =^4000 -16. wonach I',3 = i'yOO Klg. abg. 

k) IHe Fundameiitki-aft P,„ in der VerUngernng von (6) findet man. 

weno g Drehpunkt, aus Wj'g ^ P,„ gh; wenn man jg = 16, gh =; 7,6 

einsetzt, l',„ = 8400 Klg,, sie ist zugleich P,; denn in g leistet sie gegen 

(6) unmittelbar Widerstand. 

2) In Fig. 244 ist R eine Kraft, welche unter einem / a zur Horizon- 
talen wirkt: es rühre z. B. R von einer Drahtseilleitnng ab her. Solange 
in ah die Kraft auf beiden Seiten stetig wirkt, hat das Gerüst von der 
Leitung nur einen senkrechten Druck auszuliiilten , der sich aus der 
eichuug (s. Seite 58) 

R»=V,» + R*— 2 V, Rcos(90 — a) ergiebt, nämlich 
V, = 2K sin a. 
Zu Vi muss aber noch das Eigengewicht des ganzen Gerüstes Q in- 
? des der Rolle, Achse, Lager u. s. w. gezählt werden. Der senk- 
ähte Druck wäre dann V, + Q. Sollte aber der Fall eintreten, dass 
I Seil reisat, dann wird die Kraft in a oder b Null und es tritt eine 
eitige Wirkung von R ein; sagen wir nach links. Das Gerüst muss 
ofalls fiir einen Bolchen Fall gesichert sein. Zerlegt man R uud P 
■,"V, dann wäre jetzt V zu dem obigen Q zn addieren, P hingegen ist 
t in Rücksicht zu ziehende Seilenkraft, welche zu dem Winddruck zu 
Sieren ist. Der letztere muss natürlich wieder auf c reduciert werden. 
i W, der Winddruck auf die ganze Oberfiäche im Schwerpunkt S an- 
md, dann ist die Windkraft W in c angreifend aus der Gleichung 
I = W, h zu rechnen. 
Es sei z. B. R = 8000 Klg., a = 26% dann erhält man 

V,=2-R8ina = 2-800-8in 25 = 680 Klg. 
lat Q = 6000 Klg., das Eigengevricht des Gerüstes, ao hätte dasselbe 
h einen senkrechten Druck von 60OO + 680 = 6680 Klg. auszuhalten. 
Bietet das Gerüst dem Winde 300" Fläche dar. dann ist der Wind- 
dmck. 200 Klg. pro D" zu Grunde gelegt, 

W, = 200 ■ 30 = 6O0O Klg.. auf die Höhe H reduciert, 
die Schwerpunktshöhe h ;= 5'" angenommen, 

»W = 6000 ~ = 6000 ~ = 3000 Klg. 
bifolge eines Seübruches erhält man aber, da die Seilkraft links ver- 
schwindet, durch Zerlegung der ei-sten Seilkraft R, 
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P = ß cos a 
V = ß sin OL 



800 . cos 25 = 725 Klg. und 
800 sin 25 = 340 Klg. 



Fig. 244. 



Fig. 2t4a Q. b. 




[^ Es würde jetzt die Vertikalkraft, der senkrechte Druck auf das Ge- 
rüst sein V + Q = 6340 Klg., während der horizontale Zug in c 

W + P = 3725 Klg. ist. 
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r>as Gerüst wäre also auf 6340 Klg. Seitenkraft und auf obige 
6680 Klg. Druckkraft 7.u berechnen. Bedenkt man nun, d^s, wie der 
Gruiidriss der Fig. 244 andeutet, das Geiiist ans zwei Schilden S, S„ 
bestellt, s(i bat jedes 3340 Klg. senkrechten Druck nuszubalten und 

q = 3170 Klg. horizontaler Seitenkraft zu nideratehen. In dem Sinne 

der Fig. 243 ist dann K =J3340 ={6680 = 1670 Klg., W =3170 Klg. 
Die seithch eingelegten Kreuze ss, Fig. 244. sollen nicht nui- die beiden 
Schilde zusamnienhidteii, sondern auch gepen einen Winddruck W, resp. 
W„ Widerstand leisten; sie sind demzufolge auf eine Kraft im Sinne der 
Fig. 243f und 243g von obigen W^ 3000 Klg. zu berechnen, wenn 
wir annehmen, dass das Gerüst auch liiei' 30 D" Wiudfläche darbietet 

Wir haben nun in Fig. 244 einen andem Weg der Rechnung ein- 
g^chlflgen. Statt einer Teilung der senkrechten und Seitenkraft, wie in 
Fig. 243, haben wir die b eiden Teilk räfte 3340 = M und 3170 = N Klg. 
zn der Uesultaute R= y"3340» + 3170'' = 4100 Klg. vereinigt, die unter 
0^20° in c angreifen (s. Fig. 244ii) mid in den Streben 1, 2, 3. 4, 
ö, 6 . . . . einen Druck in 7, 8, 9, 10 eine Zugkraft äussert. Die letztere 
übertriigt sich auf 11, 12, 13, 14, wenn R vou der linken Seite einwirkt. 

Der Verfolg der Rechnung ist nnn ähnhch dem des vorigen Bei- 
spieles; wir haben darum auch abgestauden sie ganz dui'cbznfUhren. 

a) Verlängert man id und ce, Fig. 244a, bis zum Schnitt in t, 
betraclitet diesen Punkt als Drehpunkt imd schneidet das Gerüst nach 
m, n,, so kommt nur die Strebe de = 1 in Betracht, deren Druckkraft 
p, sein mag. Die dem Drehpunkt f entsprechende Momentengleichung 



lautet. ^ 



I X. _)_ R und )-, X (1) durch f. 
R ■ Xi ^ p, yi, oder 
4 1 00. 0,3 =p, 0,34, woraus man 
4100-0.3 



1'. 



0,34 



= 3620 Klg. findet. 



I 



b) Drehpunkt e und derselbe Schnitt m, ni liefert 

=^ R Xj + p^ }■(, bezw. 

4100 — 0,3 = — p^ 1,9, sonach p^ = — 647 Klg. 

c) Drehpunkt d und (3) durchschnitten; Fig. 241b. 

I'j'o =Pb ^> oder 
4I00.0,57 = pj0,36, womus p,=6600 Klg. 
Lassen wir zur Kontrolle der Kräfte in (2) und (3) die senkrecht« 



Druckkraft — „— = 



: 3340 in c wirken, so verteilt sich theae in (2) und 
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(3) gleichmässig. Nach Beispiel IV, S. 64 ist 

^* ^^ 2 COS 9 2. cos 79^ 15 ^' 

also grösser wie die einseitig wirkende Zugkraft R. 
Der <C<f findet sich aus 

tang 9 = = -TT^TT = 5,555 ; a = 79° 45'. 

^ oc 0,18 

d) Die Kraft in (4) muss so gross wie die in (5) sein, denn wenn 
R nach links wirkt, so treten die umgekehrten Kräfterichtungen ein. 

Wählt man daher i als Drehpunkt und schneidet nach m^n,, dann 
erhält man als Bedingung 

Ry4 = P5X3, woraus, weil Xg=2,68, y^ = 2,95 
P5=4700Klg. 
In der Ausfuhrung wird man da Ps > P4 die erstere pj zu Grunde 
legen. 

e) Die Fundamentkraft Pq (s. Fig. 244) ergieht sich aus 

Rx2=PQy3, wobei h Drehpunkt 
Vg und Xj abgemessen, folgt 
p 4 100 »8,2 _^. „. 
^'= 4,36 =^7Q0K>g' 

f) Die Kraft in (7) kann man durch Schnitt m, n, ermitteln, indem 
man entweder K oder d als Drehpunkt zu Grunde legt. 

Drehpunkt K. Momentengleichung Fig. 244 a. 

Ry5 + p7 X5 — p^ x^ = 0, oder 

4100 . 1,8 -f P7 1,95 — 647 • 2,58 = 0, woraus 

p^ = 4700 abg. 
Drehpunkt d, Fig. 244b. 

Ryo — P5 ye — P7 Xg = 

4100 . 0,57 — 4700 • 1,96 = p^ 1,46, somit 

p^ = 4700 Klg. 

g) Drehpunkt d. Schnitt mjUg. 

Kyo — Ps Je — y? Pe = 0, oder 
4100 . 0,57 — 4700 • 1,96 — p« 2,5 = 0, demnach 
Pe = 2750 Klg. Druckkraft. 
VII. Gleichgewicht und Kräfteverteilung in einigen ver- 
strebten Brückenträgern, welche frei auf zwei horizontalen 
Stützen ruhen. 

Wir versuchten früher auf S. 104 u. f. die Aufgabe zu lösen, die 
äusseren Kräfte eines durch sein Eigengewicht oder irgend welche zu- 
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fällige Last belasteten Balkens durch Auistellung der Momente und Veililtal- 
oder Schwerkraft« zu emiittelo, nnd unterstützten die Rechnung durch 
eine graphische Daxstelluug. Wenn nun ein solcher BaUien für sich allein 
nicht mehr ausreichend ist, den nötigen Widerstand zu bieten, dann geben 
uns die auch schon erwähnten Spreng- und Hängewerke Mittel und Wege 
an die tland, um die äusseren Ivräfte auf die einzelnen Häng- oder 
Sprengwerksstreben zu verteüen, so dasa der eigentliche Träger molir oder 
weniger entlastet ist. Eine solche Verteilung ist nun offenbar um so mehr 
geboten, je grösser die Entfernung der Stützpunkte ist, welche der Holketi 
,. überbrücken" soll, aber auch je grösser die Last ist, die ein so gelagei-- 
ter Balken zu tragen hat*) Die schon betrachteten Dachstuhle sind 
schon solche Brückenbalken von besonderer Form und zu besonderem 
Zweck, also gleichsam eine Specialität der Brückenträger, ebenso sind die 
Krabnen einseitige Ti^ger, deren einfachste Form die Fig. 147, 148 ent- 
halten. Die Grundsätze, nach denen wir die verstrebten Brückenträger 
bebimdeln können, lassen sich nacli dem eben Gesagten auch auf die 
mehrfach besprochene Momentenmethode zurückführen, wobei uns die Auf- 
stellung der Moment« und Vertikalkräile , wie sie die Seiten HO u. f. 
i'uthalten. nur unterstützen werden. 

Nauh uns bekannten Grundsätzen veranlassen die äusseren Momente 
den Bftlkeji sich auazubiegen (s, Fig. 121). Besteht ein solcher aus 
mehreren zusammen gebundenen Stangen, einem Faserbüschel, so werden 
die oberen durch ihe Kiäfte zusammengedrüc-kt, die untere durch die 
Aasbiegung verlängert. Die mittleren Schichten haben am wenigsten zu 
erleiden. Die vertikalen Kräfte suchen den Balken abzuscheren, siehe 
Fig. 122, 123; sie werden, wie uns bekannt, nach der Mitte des Bjdkens 
ta immer kleiner, während die Momente wachsen. Hierin liegen bereits 
die Grundprinzipien der Strebenzusammensetzung eines Balkens, welcher frei 
nuäiegL 

Ist der Balken auf beiden Seiten eingespannt, so verhält er sich, 
wie die einseitigen Träger Fig. 147, 148, oder wie die Krahnen; dann 
werden die unteren Fasern, die untere StrebenreÜie gedrückt, die obere 
gezogen. Eine solche Brücke würde streng genommen aus zwei in der 
LiUUgsucbse sich gegenübej^stehenden Krahnen bestehen, deren Atisladungs- 
enden zusammenstossen, oder wie die Forth-Brücke ausgefülirt ist, deren 
£nden wieder eine kleine Brücke tragen können; dann kommt eine Kräfte- 
verteilung zur Geltung, wie sie Fig. 148 enthält; s. Fig. 245. 



■) Anafflbrlicbei hierüber b. den demnächat erecbeineoden Brückenbau d. V. 
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In dem einen oder andern Fall ist es nun offenbar leichter i 
Balken auszuliiej^en. als ihn nach der Quere zn zerstöifn (ze 
abscheren), weil elwn im ersteren Fall die wirkBame Kraft durch « 
Hebelarm gleichsam unterstützt wird. 

Wir müssen also danach etrcben | 
denjenigen Stellen, welche uns e 
res Moment ankündigen, namenÜich i 
Üusseni Faserreihe vor Ausbiegen 
schützen, und diese gegenseitig so zu V 
streljcn, das8 die Ausbiegung der üussOTeiT" 
Fasern- oder besser gesagt Strel>emwhi-' 
sicher üljortragen wird, sich sicherer verteilt, und zugleich die Querschnitte 
dieser Versti'ebungen der Vertikalkiiifte Widerstand leisten können. 

In den senki-echten Gerüsten, Fig. 243, haben wir alle-rdings in e 
anderer Foim schon den Chai-akter der Momente und Vertikalkräfte i 
treten. Den Kräften K dort müssen die Eckatreben widerstehen; 
sie nicht ausgebogen werden, sind sie von Stock zu Stock durch < 
verbände gesichert, als Vertikalkraft kann dort die Kraft W 
weiden, welche nur den Kreuzsti-ebensjstem Widerstand leisten soU. 

Es sei Fig. 246 ein Brückenträger in ähnhcher Weise ausg 
wie der senkrechte Pfeiler, Fig. 243, frei aufliegend auf A, B. 




äusseren Verstrebungen ab und cd laufen aber parallel (paral 
tuugen), das Verbandsstreben weik (die Wandungen) besteht aus einfe 
Ki-euzen. Der Träger werde in der Mitte durch eine Kraft; Q ( 
das Moment in m, im Angiiftspunkt von Q sei M, hier nacli Cfl. 51, S. ifl 
M = Ql/4, wenn 1 die Spannweit«. Schneidet man bei ni durch and 1 
trachtet n als Drehpunkt, danu wirkt am Hebelarm H die Kraft S, ' 



Gleichgewicht herstellt, wenn A-j 



- SH oder 



Q I 



= SH, d. i 



(98) SM = M. 

Die gleiche Formel kommt auch zur Gültigkeit, 
durclischneidet und m als Drehpunkt betrachtet. 
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Das Moinent in dem Querschnitt m, tii, M,, welches man aus der 
graphischen Darstellung entnehmen kann (s. Fig. 128) muss Gleidigewicht 
halten, gleichlautend mit vorstehender GleicJiung 98. wenn 

M, =HSi (98a) 

Beide Gleichungen hefem in jedem Querschnitt die Zugkraft S in 
dem unteren Gürtungsbalken cd, bezw. Dnickkraft S in ab, beide Kräfte 
sind gleich. Aus beiden (ilfichnngeu ist zu entnehmen, daaa die Kraft 
um so schwächer, es wird 

S = -H, (99) 

je grösser H, je höher der Träger ausgeführt wii-d. Die Last, welche die 
Brücke tragen soll, kann hierbei entweder auf dei- oberen oder unteren 
Gurtung ruhen. 

Wahrend also dem Moment uach den eben aufgestellten Gleichungen 
die Gürtmigsbalken Widerstand leisten, überträgt, wie schon gesagt, das 
Strebewerk, die Wandung, duiT-h mo, mp, bezw. mjp, ihre Vertikal- 
oder Scherkräfte auf die untere Gurtung. Diese Streben müssen einem 
Druck Widerstand leisten, Fig. 247, sie müssen steif sein, während, wenn 
dit^ Last auf dem unteren Gur- 
tungsbalkenmht, dort angreift, 
die Stangen mo, m, n, als 
Zugstangen, die die Vertikal- 
k^fte nach oben übertragen, 
ausgeführt werden können. 
Die Zugstange in mn selbst 
hat nichts ausmhalten, in ihr 
ist die Kraft Null, die beiden Streben pm und mo Übernehtaen bereits 
den Druck; oder mit anderen Worten fiir 1/2 hat hier (s. Fig. 128) das 
Miiment deu grösaten, V den kleinsten W^ert, V^O. 

Die Richtung der Streben muss sich hier, wie die Fig. 247 auch 
angiebt, ändern; ea geht hier bei V = die VertikaBcraft vom Po- 
sitiven ins Negative über, die Sti'eben laufen von nm links nach A, 
rechts nach B nach den Widerlagern zu. Fig. 70 und 71 sind gleich- 
sam die einfaclisten derartigen Brücken (Hangwerke). Die durch qn, 

BB^ p, iir bemerkteo Zugstangen dienen zur Ven-ollkommnung, Ver- 

steifiing des l'rägers, in dem gleichen Sinn, als man die in obigen Krahnen 
gemchneten einfechen Felder noch mit Kreuzstreben in der Praxis ver- 
sdien wird; besonders dann, wenn wie bei Brücken bewegliche Lasten in 
Betraclit kommen, welche einseitige Spannungen hervorrufen. 
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Fig. 247 b. 



In Fig. 247 a sind die senkrechten als Druck, die schiefen als Zog- 
streben ausgetührt. Hier wd die Kraft von m durch Druck nach n und 
von hier durch Zug nach r resp. n übertragen. Auch hier dienen die 
Nebenstreben als Versteifung des ganzen Systems. 

Setzt man beide Systeme zusammen, Fig. 247 und Fig. 247 a, wie 
in Fig. 247b geschehen, dann ist der Träger doppelt tragfahig. Wir 

haben in dieser Figur auch 
die Momente von einer Ein- 
zellast imd von einer gleich- 
massig verteilten ausgehend 
(s. d. Fig. 128, 129) und die 
Yertikalkräilelinien eingetra- 
gen. Die sich deckenden 
Strebespannungen müssen in 
dem kombinierten Fachwerks- 
träger, Figur 247 b, addi^ 
werden. 

In den praktischen Aus- 
fuhrungen wählt man meist 
Fig. 247, 247a mit Verstei- 
fungszugstangen qn, nr; 
z. B. der Howe'sche Träger 
wird aus Holz mit eisernen 
Zugstangen ausgeführt, die 
Streben liegen an den Knotenpunkten in Schuhen. Die Zugstangen wer- 
den an den Enden oberhalb der Gürtungsbalken mit Schrauben versehen, 
durch welche der ganze Träger zusammengehalten wird. 

Bemerkung. Bei Annahme einer bewegüchen Brückenlast wird V 
in der Mitte (als Hüllkurve) nicht Null, sondern etwa noch 10% von 
V„^ = A = B. S. d. Fig. 247b, nv. 

Bezeichnet man mit T, Fig. 247, die Kraft in einer der Streben, mit 

V 

V die an dieser Stelle wirkende Vertikalkraft, dann ist - 




= sm a, wo- 



raus man findet 
(100) . . . 



T = 



sina* 



Für die senkrechten Streben ist a = 90°, sonach 

(100a) T = V. 

Entfallen auf ein Feld mehrere Streben, so dass für diesen Knoten- 
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^Dunkt, 



Fig. 248, sifh V in mehrcii 



Teile zerlegt, daun ist 
i_ J_ 
n sin !c 

n Fig. 248 liabcn wir ein sog. , ^' 

doppeltes System in den Wandun- 
gen angenommen, da fliuvli einen 
Vi- rtikij schnitt zwei Streben go- 
f.eliiiitten wei-deii. s nnd S,. ' 

Sti¥ug genonimen ist der untere Balken, wie bei allen Hängwerkeu, 
Fig. 235, 237, 238, 241 .. . nur auf Zug beanspruchen, man fuhrt aber 
ganz besondere dann, wenn die Last unten aufraht (durch Querträger 
übeilragen wird) diesen Haupttragbulken als Druck- oder steifen Balken aus. 

Beispiele. 1) Es soll eine Brücke als Strasaenbriicke von 14" Spann- 
weite ausgeführt werden. Die Biücke soll ö" Breite, für zwei Fuhrwerke 
&Uirbar, und zwei Träger erhalten, die Falirbahn. der Bohlenbelag, ruht 
Hilf Querträgern, Das Eigengewicht der Brücke sei*) 



(1500 + 50-1) = 



- (1500 -f- 50 - 14) = 1600 Klg. 



pro laufenden Meter. Bei Schweizer Fahrbalin (Sdiotter, Pflaster) würde 
man nach 500 bezw. 700 Klg. pro D"" zuzählen. Wir wollen eine Land- 
brüdie voraussetzen und 6000 Klg. Achaenlaat des Wagens annehmen, 
600 Klg. für ein Gespann. Es können sich zwei vollständige Gespanne 
aaf der Brücke bewegen, vier .\chsen ä 6000 Klg. ^= 24 000 Klg. und 
rier paar Pfertle .^ 600 Klg. = 2400 Klg., in Summa 26 400 Klg. Ver- 
teilt mau diese Gesamtlasteu auf zwei Tiüger, dann erliält man 
1600 



- = 800 Klg, Eigengewicht pro lauf Meter 



26 400 



= 950 Klg. 



1 =^ p -j- k ^ 1760 Klg. pro lauf Meter imd Träger. 
In Fig. 249 ist die Einteilung dieses Trägers und sind die Belaatunga- 



Das grösste Moment ist nach GL 53a, S. 110, 



«=iäii 



= 43 000 Klg. 



KSie grösste Vertikalki-aft nach Gl. 52 a 
ql _ 1760-14 



12250 Klg. 



1.1500 .fSOlKlg.prol.m. 
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Macht man den Träger 1,7"" hoch (-7-^18 —j und teilt ihn in 
vierzehn Felder ä 1" Länge, dann wird 

1,7 



tang a = 



1,7 und OL = 59° 40'. 

Fig. 249. 




Die grösste Vertikalkraft in Gl. 100 eingesetzt, wird der Maximal- 
strebendruck 

T = -X-= -^l^o^A = 14 200 Klg. 
sm a sin 59 40 

Der Strebendruck im ersten Feld vom Auflager wird aus der Figur 

entnommen für 

V, = 10 500 Klg., T = ^Qgg^g = 12 200 Klg. 

Die Maximalspannung in den Gürtungsbalken, nach Gl. 99 

^ M 43 00 ocoonin 1. ♦^ 
S = ^ = — T-= — = 25 300 Klg. abg. *) 



*) Die diesbezügliche graphostatische Zeichnung Fig. 249 a giebt anch hier 




V. 



nahezu dieselben Resultate, die Differenzen liegen in den im kleinen Massetab 
ausgefOhrten Zeichnungen. S. d. Anwendungen. II. Teil. 



w 

H Da^ Mo 
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1 Auflager ist M, = 29000 Klgm. 



Dass Momeut M, im vierten Feld \ 
THe Spannung S, 

S=19_0««_ = „000KIg. 

Bei Konstruktion eines Howe'schen Trägers für dieselbe Brücke mit 
doppeltem Wandstrebensystem (Fig. 248) würde 



taug c 



1,7 



Die Maximaldruckkraft in den Streben ist dann 
12 250 



t2 sin 40° 30' 
Beide Spannungen, ilie der Gürtung S und die der Wandung ver- 
t man auf zwei Balken (Fig. 250), so dass auf jeden S ^= 12 650 Klg., 
bezw. T = 4710 Klg. Druck, und auf die Hängeatange 



T = -^- 



- -= 9420 Klg. 



T = 



12 250 = 6125 Klg. Zugkraft kommt 



Die Gurtimgen und Streben fuhrt man in einer der 
Maximalstärke durch, die eisernen Zugstangen können 
nach der Mitte zu schwächer ausgefühi-t werden. — 

Wii- wollen scbliesalich noch Gelegenheit neh- 
men, den in Fig. 249 gezeichneten Träger nach der 
Momenterunethode zu berechnen. 

Denkt man sieh den Träger gleicbmässig mit 
1750 Klg. pro lauf. Meter belastet und teilt ihn in 
rierzehuTeiIe,8okomnienaufjedesFeldP=iI7ö0Klg., 

p 
die beiden Auflager sind jedes mit — = 876 Klg. 

belastet. Wir wollen also au jedem Knotenpunkt 
C| a, d . . . eine Kraft P = 1750 angreifen lassen, die AuHiiger 
B wirken dann mit 12 250 Klg. nach oben; die entsprechend! 
mentengleichungen sind dann die folgenden. 
I 1) a Drehpunkt, Strebe (2) durchschnitten. 



11 ■ IIb - 

12'250. 1— 875-l = p,-l,7, 
2) D»hpimkt d, Schnitt durch eb. 
P 



ji-aus pg = 6700 KJg. 



B-Be — -^dc- 

12 260 ■ ■> — 875 . 



Pd.i^= Pb^I- 'Jder 



1760 1 



= P. 1,'. 



2 900. 
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3) Drehpunkt g, Schnitt durch ef. 



B-Bf' ^gc — Vgd — Vgei = ißion, oder 

12 250 . 3 — 875 . 3 — 1750 • l — 1750 • 2 = p^o 1,7, 

Pj^ = 17 000. 
Man sieht hieraus schon, dass die Spannung in der Gurtung nach 
der Mitte zu immer mehr wachsen muss. 

Die Spannung in (4) ist Null, denn B als Drehpimkt zu Grunde 
gelegt, ist die Momentengleichung 
B.O = p^H, P4=0. 

4) Drehpunkt b, Schnitt durch (8), folgt p^ =pg, denn 

BbB — -|-bB = p8H, oder 

M2250— 1.875 ..^^ ^, 
Ps = ^-^ = 6^00 Klg. 

5) Drehpunkt e, Schnitt ^urch (12), folgt aus der Gleichung 



1 



3 



BeB ^eB — rad = pi2H, 

12 250 . 2 — 875 . 2 — 1750 . 1 = p^^ • 1,7 , hieraus 

Pjjj =P6 = 12 900. 

6) Drehpunkt f, Schnitt durch (16). 

B.fB — |-fB — P fb — Pf^ = PieH, oder 

12 250 • 3 — 875 • 3 — 1750 • 2 — 1750 . 1 = p,6 . 1,7 

28 875 ._^^^ , 
Pl6 = T7~" "" ^ ^' 

Wir erhalten denselben Wert (die Ungenauigkeit der kleinen Zeich- 
nung hierbei vernachlässigt) wie S. 275 für S, wenn Mi = 29000 Klgm. 
Man übersieht, dass die Werte der Spannungen in der oberen Gur- 
tung in demselben Verhältnis wachsen müssen nach der Mitte zu wie die 
in dem unteren Gurtungsbalken. 

7) Die Kräfte in (3), (5), (7) ... lassen sich durch Drehung um 
die diesen gegenüberliegenden Knotenpunkte ermitteln b, e, f, i . . . und 
durch die Schnitte miUi; mgUg; mgUg 

Man findet die bezgl. Gleichungen, wenn man mit 717273 .... die 
Hebelarme der Kräfte in (3), (7), (U) . . . durch die bezügl. Drehpunkte 

bezeichnet : 

p — 

B bB ö-^ß — P4H = Ps7i, Drehpunkt b; 
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BeÜ ;7-eB — I* eb — pgH ^ p, y,, Drehpunkt e; 

BfB — -|-fB — Pfb — Pfe— p„H = p„jv. Drehpunkt f. 

Fübrt man p^ =0. p^,, p,, ... und y, = V; ^^jg = . . . =0.86" ein, 
mn erhält man 

12 250- 1—875- I = Pj, 0.86. 

12 250-2 — 875-2— 1750 -1 — 6700 -1,7 = p, 0,86, 
12 250-3~875-3— 1750-2— 1750-1 — 12900-1,7 
=^p.,0,86; 
raus findet sich 

p, = 13300, p, = ll200. p.| = 8200. 
Die Spamnmgen in den Streben werden immer kleiner, wie maii 
» durch tbrtgBBetzte Aufstellung der Momeatengleichungen leicht übei- 
1 kann, 

8) Die Kräfte endlich in den senkrechten Zugstangen nehmen, wie 
' ans durcli Aiilätellung der betretenden Momentengleichungen über- 
igen werden, auch von den Auflagern nacli der Mitte zu ab. 
In (1) ist die Kraft, weil in c keine nadi links gebende Strebe Tor- 

ttiden, p, = B — -|-= 12250- 875 = 11375 Klg. Druck. Wählt 

izum Drehpunkt und schneidet der Reihe nach in^n^, mjns, m^ng — 
, so werden die sämtlichen senkrechten Stangen geschnitten, die 
! der oberen Gurtungshalkeoschnitte sind bekannt, die der unteren 
t nicht in Betracht, weil sie durch B laufen, die Hi'liiilanme Null 
Man findet infolge des Schnittes m^n^ die Gleichung 
PgH — Pac = pjac, oder 
6700-1,7 — 1750-1 = p5-l, woraus p^ = 9640. 
Der Schnitt m^n^ Üefert 

p,,H — Pcd — Pac = Pä cd, oder 

12 900-1.7 — 1750-2 — 1760-1 =Pb-2, woraus 

p>, = 8300 u. s. w. __ 

2) In Fig. 251 sei ein Träger dargestellt ohne senkrechte Verstre- 

Wir uehmen eine Gesanitbelastung von 7000 Klg. an, welche 

[ die oberen sieben Knotenpunkten regelmässig verteilt sind, so dass 

r den Knotenpunkt 1000 Klg. entfallen. Jedes Auflager drückt mit 

} Klg. nach oben. Das grosste Moment ist 

-^ — P, 38 — P, 2 ■ s — P. 8 = 3600 . -|'^ - 1000 -6-1,5 
= 9370 Klgmeter. 
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Die Höhe des Trägers sei H = 2", die Felderlänge s = l,6". 
1) Drehpunkt b; Schnitt durch (1) 

PiH = Axi, pi wirkt entgegen der Richtung A; x, und H ein- 
gesetzt, 

Pi • 2 = 3500 • 0,75, somit p, = 1313 Klg. Zugkraft. 

Flg. 251. 




X- * 



^•l' ' « ^ iti^v üLf^ 



Fig. 251a. 



Die Auflager A und B wiricen 
^ wieder auf die untere Gurtung ziehend, 
A nach der linken, B nach der rech- 
ten Seite; die unten nach aussen zu 
laufenden Streben sind Druckstreben, 
* wie in Fig. 249. 

2) Drehpunkt d, Schnitt durch (6) 
A (s -f- Xi) — PiS = pe H, oder 
3500 (1,5 + 0,75) — 1000 • 1,5 
= Pe • 2 , woraus 
!*v<f./^ P6 = 3200 Klg. 

3) Drehpunkt f. Schnitt durch (10) 

A (2 s + xO — Pi 2 s — P,s = PioH, 

3500 . 3,75 — 1000 • 3 — 1000 • 1,5 = p^o • 2, somit 

P3o = 4310 Klg. 

4) Drehpimkt h. Schnitt durch (14) 

A-jr Pi 3 s — Pg 2 s — Pa s = Pi4 H, oder 




Pl4= jj =^ 



9370 



= 4685 Klg. 



5) Die Spannungen in dem oberen Gurtungsbalken wachsen in der- 
selben Weise vom Auflager nach der Mitte. Schneidet man die Balken 
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Ba')) i^)> (12) . . , durch, dann wirken die bzgl. Krältf p^ |.j, pi» . - . in der- 
selben Richtung wie A, folglich ist die ohere Gurtnng auf l>rurk heau- 
spnicht. 

Drehpunkt c; Schnitt durch (4) 

Äs — P, -5- - ^ pt H, oder richtiger As — P, -;- -f p« H = 0, 
3500 ■ 1,6 — 1000 ■ 0,75 = 2 ■ p^, hieraus folgt 
p^ = 2250 Klg. Druck. 
6) lli-ehpuiikt e, Schnitt durch (8) 

A-2a — P, 1,5s — P,-^^PgH, in Zahlen 
3500 ■ 3 — 1000 - -2 ■ 1,5 = 2 ■ pg , woraus 
p, = 3750 Klg. 
7} Drehpunkt g. Schnitt durch (12) 

3500 ■ 3 ■ 1,5 — 1000-2,5 - 1,5 — 1000 ■ 1.5 ■ L5 — 1000 ■ 0,5 ■ 1.5 

^Ptj H, man findet 
p„ = 4500 Klg. 

8) Drehpunkt c, Schnitt durch (■2) wirkt ]ij aufh in Richtung A, 
Igticli ist 

As -j- p, }■, = 0, bezw. 

3500 . 1 .5 + 1 ,38 ■ p, = 0, woraus 

Ps = 3800 Klg. Druckkraft. 

9) Drehpunkt A, Schnitt miiü,. 
P,x, — p^H^psjg oder 
1 000 ■ 0,75 — 2 ■ 2250 = 1 ,38 pg , wonach 
p, =- 2700 Klg. 

10) Drehjiunkt A, Schnitt m,nj. 
P, X, + P, (x. + s) — pg H = Pk yg , oder 

1000-0.75-f 1000 -{0,75 + 1,5) — 3750 -2 =p»2- 1,38; es wird 
Pa = 1620 Klg. Dniekkraft. 

11) Drehpunkt A, Schnitt m^n,. 
P, X. + P, (x, + s) + p^ (2 8 + X,) - p,, - H = p.. y. , oder 
1000-0,75 + 1000(0,75+ 1,5) + 1000(3 + 0,76) — 4500-2 

= p,, 3-1,38. 
p,j = 600 abg. 

12) Wählt man wieder A zum Drehpunkt, schneidet aber nach 
t^tUi "'ä"s ■ - -T ""' di^ Kräfte in (3), (7), (1) . . . zu erhalten, dann 

Bit man dieEell>en Gleichungen vie oben für die symmetrisch liegen- 

U Streben (5), (9), (13) . . ., da femer auch x, ^= y,, Xj ^ y, . , . sein 

, so folgt hieraus, dass pj = pj, p, ^ p,, p,i ^ p,, resultieren musa. 
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Der Schnitt m^n^ mit Drehpunkt A liefert 

PiX| — P4 H ^ P( Xj , sonach wie oben 
f, = p. = 270O Klg. 
Der Schnitt m^n^ liefert die Monientengleichung 
PiXi -(- i\ (xi + s) + Pb H ;= Pj Xj , hieraus 

p, = p, = 1620 Klg 

Zwei solche Träger in ähnhcher Weise kombiniert, wie Fig. 247 b, 
erhält man selbstredend wieder einen doppelt tragfähigen Träger ohue 
senkrechte Verbindungen. 

3) Die Trägerform, Fig. 252, unterscheidet sich von den früheren nur 
durch die obere Gurtung, welche hier gekrümmt ist, während die untere 
Fahrbahngurtung horizontal bleibt. 
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Der Gang der Rechnung ist auch hier 
derselbe wie bei den vorherigen Brückw- 
trägem. 

Die einzelnen Streben in der oberen Gur- 
tung sind Sehnen des Bogens, wir haben hier 
einen Kreisbogen zu Grunde gelegt Der Trä- 
ger habe 20" Spannweite und soll 60000 Klg., 
auf zehn Felder verteilt, tragen. Um nahezu 
einen Anhaltspunkt für eine EisenbalmbrUcke 
mit einem Geleise zu gewinnen, haben wir 
eine solche von 20° Spannweite angenommen, 
welche pro lauf. Meter und Geleise 

p = 35 1 + 650 = 35 - 20 + 560 = 1 250 Klg. 
ESgeugewicht hat. Es können auf der Brücke acht LokoraoÜTachBen 
ft 12 000 Klg. stehen, das dnd in Summa 96 000 Klg. zuMlige Last 
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Hierzu die obigen 20 • 1*260 = 25 000 Klg., ergiebt sich abg. eine Ge- 
samtlast von 120000 Klg. Die Brücke möge aus zwei durch Querträger 
verbundene Hauptträger bestehen, welcher jeder sonach auf 

^^^^^^ = 60 000 Klg. Tragkraft 

zu berechnen ist Denken wir uns diese gleichmässig verteilt und nach 
den vorhandenen Knotenpunkten eingeteilt, dann kommt auf jeden mitt- 
leren Knotenpunkt P = 6000 Klg., auf die beiden Auflager drücken 

-|- = 3000 Klg., 

die Auflager wirken also mit 30 000 — 3000 = 27 000 aktivem Druck 
entgegen. 

Die obere Giulung ist auf Druck, die untere auf Zug beansprucht; 
die übrigen Elemente sind aus der Zeichnimg zu entnehmen, welcher auch 
ein Massstab beigefügt ist 

1) Drehpunkt b. Schnitt durch (2) 

A • ab = PjXi; 

27 000 . 2 = p, 1,26, ergiebt sich p, = 43 000 Klg. 

2) Drehpunkt c. Schnitt durch (1) 

A «ab = p,yi oder 

27 000 . 2 = pi . 1,6, sonach p^ = -^i^ = 36 000 Klg. 

3) e als Drehpunkt, (6) durchschnitten 

A-ae — Pbe = peX2, Xj aus der Zeichnung abgemessen, 
27 000 . 4 — 6000 • 2 = pe 2,3, woraus p« = 41 700 Klg. 

4) Drehpunkt c. Schnitt durch (4), erhält man aus 

A . ab = p^yi, p^ = p» = 36 000 Klg. 

5) Drehpunkt d, Schnitt durch (8) 

A-ae = Pijy2, 

27 000 • 4 = pg . 2,8 , man findet pg = 38 600 Klg. 

6) Die grössten Gurtungsspannungen sind wieder in der Mitte vor- 
handen. 

Drehpunkt 1 und (22) durchschnitten, erhält man 

A.6 8 — PbT— Pdf— Pgl — Pil — p„-y„, 
__ 27 000 - 6 - 2 — 6000 (4s + 3s + 2s + s) 

P" "^ 3,9 

_ 27 00Q.10-6000 :J0_ _ 
~ 3,9 ^ 
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Drehpunkt h und (20) geschnitten, erhält man 

A-4s — P-3s — P-2s — P8 = p,oih, oder 

87 000. 8-6000 (6 + 4 + 1) .^^^^ , 
P20 = 3-3 ^ — — = ^0 000 abg. 

7) Die Zugstrebe cb übernimmt die Kraft P in b angreifend un- 
mittelbar; denn betrachtet man A als Drehpunkt, und denkt sich durch 
miUi einen Schnitt gelegt, dann folgt 

A • ab = P3 ab, woraus pj = A = 27 000 Klg. 

8) Die Spannungen in den übrigen senkrechten Stangen findet man 
durch Verlängerung der Streben cd, df, ... bis zum Schnitt in der 
Verlängerung der unteren Gurtimg. Schneidet man dann so, dass jedes- 
mal die verlängerten Streben (6) imd (8) getroffen werden und die zu 
untersuchende, dann ist die Ermittelung einfach. 

Verlängert man cd imd eg bis a,, schneidet bei m2nj|, so findet 
sich die Momentengleichung 

Aaai — Pbai = p7ea, oder 

27 000 . 1 — 6000 . 3 = P7 . 4 , sonach p^ = 2200 Klg. 

9) Zur Auffindung der Spannungen in (6), (9) u. s. w. behalten wir 
dieselben Drehpunkte ai . . . bei, schneiden aber nach den Richtungen 
n^m^, n^m^ u. s. w. 

Man findet ai als Drehpunkt angenommen für den Schnitt m^n, 

A aai — P bai := P5 X3 , hieraus weil x, = 3,1" 

27 000.1-6000 . 3 _^^ ^ , 
P5 = ^ = 3000 Klg. abg. 

10) Die Verlängerung der Streben hk bezw. hjk trifft die untere 
Gurtung erst in einem sehr entfernt hegenden Punkt bi. Die Entfernung 
Ibi lässt sich nun auch durch die ähnUchen Dreiecke kk,hi — klbi fin- 
den, indem 

kki : kih| = kl : Ibi, woraus 

_ k'ai,.kl _ s-kl _ 2>4 
'~ kk» ~ Ik — i»hi ~ 4 — 3,8 ~ • 
Die Hebellänge der Strebe (21) bezw. in Fig. 262 der Strebe 17 sei 
x„, welche Linie senkrecht auf die Verlängerung von Ihi durch bi gehen 
muss. Da nun /\ Ihi ii r^ Imb,, so folgt hjii : Ih, = x„ : Ibi, somit 
_ h.i.-lb. _ 3,8-40 _ 
X. - ih^ - 4^2 - ^**''^ • 

Legt man jetzt den Schnitt ms n^ , dann ist die Momentengleichong 
ran b,, wenn B = 30 000 — P/2 = 27 000 BQg. angenommen wird, 
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B hb, — P Clib, + s) — P (bb, + 2h) — P (bb, + 3s) 

— P(bb. + biO = p„x„ 
27 000 . (40 — 10) — 6000 [(30 + •>) + (30 -(- 4) + (30 -f 6) 
+ (30 + 8)l = i>„36.-2. 
m Man findet abg. 800 Klg. 

^B' 4) Der Sicheltiäger, Figur 263, wird eigenÜicL nur angewendet 
^Üb Hichelfönniger DücIistuJd fiii- Bahnhöfe und Hallen. Wir haben 
üun erst einen Platz hier unter den Trä- 
gem eingeräumt, weil seine Kräfteverteilung 
in den Streben in dei'sclben Weise durclige- 
fdhrt werden kann, wie die des eben betrach- 
teten Trägers, Fig. 252, Das Eigengewicht und 
die Last vert«ilt man wieder auf die Knoton- 
jiunkte abc . . , der oberen Gurtung zu 6 1'. 
80 dass die Auflager init je SPentgegendrücken, 
Die Reclmuug selbst diirfte im AnsclilusB an 
die obigen Beispiele keine Schwierigkeiten verursachen, 

5) Die Parabelträger (parabolischen Brücken), deren obere Gm-- 
tnag nach einem Parabelbogen gekrümmt ist, haben gegenüber der 
Krds)>ogenkrümmung, wie wir sie Fig. 252 angenommen hatten, be- 
aondei'e Vorteile. Die Spannung in der unteren Gui-tung ist bei voller 
(Maximal-) Belastung konstant in allen Teilen, die gleichen Dimensionen 
kömien also in den unteren Strebenteilen angewendet werden in allen 
Feldern. Die Spannung in der oberen Gurtung ist in allen Feldern 
nahezu konstant. Ea sind bei voller Belastung nui' senkrechte Streben 
erforderlich, welche die Spannungen übertragen, die Spannungen in den 
«liefen Stieben werden NulL Infolge der über die Brücke sieb be- 
wegenden Last, welche erst nach und nach die ganze Brücke bedeckt, 
kßmieii die Wandstreben nicht entfernt werden, um die nötige Steifigkeit 
in erlialten. 

Die Figuren 254 und 255 stellen rig. im. 

dieTrägerauaichteu solche rBiücken 
dar. 

Wir haben die Entfernung AB, 
^üeSjHinnwäte zu 10" angenommen, 
iB jedes Feld 1" lang ist, und 
m KnotenpunktP = 1 OOOKlg. 

ing vorausgesetzt; die AuBagerreaktioneu sind dann . 
I Khi. 
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Nimmt man der Beihe nach c, e, g . . . als Drehpunkt, und schneidet 
die entsprechenden Streben der unt«ren Gurtung (I), (4), (8) . . ., dann 
gewinnt man die Momentengleichungen 

A • ab ^ Pt bc 

Aad — Pbd = p^ de 

Alf— Pbf— Pdf^pgf^ 

Flg. Z4&a. Fig. 2Mb. 





Die Hebelarme, Parabelhöhen, aus der Figur entnommen, folgt, auch 
für A und P die Werte eingesetzt, 
4500- l=p, 0,7; 
4500-2 — 1000-1 =p, l,-25, 
4500 ■ 3 — 1000 ■ 2 — 1000 ■ 1 = Pg 1,65. 
Man findet hieraus abg. Pi = p« = p» ^ . . ■ ■ 6400 Klg. 
Die Spannungen in der oberen Gurtung findet man durch die Dreh- 
punkte b, d, f . . ., indem man der Reihe nach die Streben 2, 6, 10 . . . 
durchschneidet. 

b als Drehpunkt mit Schnitt durch (2), wobei x, senkrecht auf ac 
(oder besser auf eine Tangente an die Parabel ac) liefert die Gleichung 
A ab = p, x„ oder 4500 ■ 1 = p, ■ 0,58, somit p, = 7800 Klg. 
b als Drehpunkt mit Schnitt durch (6), ce nach A zu verlängert 
und durch b den Hebelarm Xj gezeichnet _j_ ce giebt die Gleichung 
ATb = ps Xj , oder 4500 • 1 = pg ■ 0,6, p^ = 7200 Klg. 
d ala Drehpunkt, (10) durchschnitten und nach Ä verlängert, i, 
= 1,25 senkrecht auf diese Verlängerung durch d konstruiert, ergiebt 
die Gleichung 

Aad = Pio Xj, woraus p,o ^ — —^ — = 6900 Klg. u. s, w. 
Seite 110 Gl. 53a hatten wir das grösste Moment entwickelt M = 
^, und S. 111 auf die Parabel als Belastungskurve hingedeutet, die 
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man nach Ol. 49 aus einzelnen Punkten konstruiei-en kann. Nacli Ul. 99 



ist die Gurtungsspannung S = 



, set2t c 



1 M ein, dann folgt S: 



_ql» 



M 

'.-^, ,C«V U,^. XU «.,, ...MH, ,w>g. ^-gjj 

für das Maximalmoment der mlienden Belastung, 

Soll nun S eine Konstante ergeben tiir alle Punkte i]i der Parabel, 
also an allen SteUen der Spannweite 1, dann muse, damit immer die 
gleiche Form des Ausdiuckes für S erscheint (Parabelgleich uiig), iin 
Nenner des Bruches, H, das sind die verschiedenen Höben der Kurve, 
aus einer parabolischen Kurve zu entnehmen sein; allgemein ausgedrückt, 
es muss y^px* (Gleichung der Paiabel) sein. Hieraus entspringt die 
oben erwähnte Eigenscliail der pai-abolischen Träger, deren untere Gur- 
tung eine konstante Spannung haben. 

Belastet man einen Teil der Pa- *''8' '"• 

rubel (Fig. 255) mit q Klg. pro hiuf 
Meter, schneidet Ina c, durch und 
Wtrachtet d, als Drehpunkt, dann 
ftgiebt sich zur Heretellung des 
Gleich gfft-ichtes um d, , wenn S die 
Ijctrefiende Gmtnngs Spannung an dieser Stelle 

q X • -5- = Sy, woraus 



, I H^ 


[ I I 


ff . 




'''am 


y^i 



y-QS- 



= px', 



venu q und S als konstant angesehen werden, wa^ wir oben vorausge- 
setzt lia])en. 

In Fig. 254 b haben wir die ersten Felder des Trägers in doppelter 
Grösse aiifgezeicbuet. Verlängert man die Strebe ce bis zum Schnitt in 
«,, welcher Punkt als Drehpunkt angesehen werden soll, und legt durch 
(6), (5) und (4) den Schnitt m, n,, so erhält man the Momenten gifichung, 
wen« y, 1 (5), 

iViia, — Pai b =^ p5 y,, aa, = 0,3, ai b ^ 1,3 eingesetzt 
üilgt die Spannung pj = 0, 

Verlängeil man eg bis a^, lietrachtet diesen Punkt als Drehpunkt, 
schneidet riacb m, n,, so wird die bezüghche Momenten gleichung 
Aaa, — Pa, b — Pa, d =^ y, ps, oder 
4600-1,2— 1000-2,2 — 1000 -3,2 = y.pi,, 
i hieraus wird die Nebeuspannung pj ^= 0, 
Wie schon angedeutet, werden die sämtlichen Spannungen 



malstreben Null und konnten bei 1 



i den 
ruhenden Last entbehrt 



290 Gleichgewicht und Kräfteverteilung in einigen verstrobten Brückentiftgem. 



werden, da die senkrechten Streben allein schon als Yermittelimg der 
Gurtungsspannnngen genügen. 

Zur Bestimmung der letzteren sei zunächst a wieder Drehpunkt; 
für den Schnitt Uj m^ wird, weil p^ = 

Pab = P3 ab, woraus pj = P = 1000. 

Für den Drehpunkt aj imd den Schnitt m^ n4, folgt 
Aaai — Pai b — Pai d = P7 ai d, oder 

4600 . 0,3 — 1000 . 1,3 — 1000 • 2,3 = p^ 2,3, somit p, = 1000 = P, 
weil die erate Differenz verschwindet 

a, als Drehpimkt für den Schnitt m^ Ug liefert 
Aaa, — Pa, b — Pa^ d — Pa, f = pn a^ f, woraus 
p„ = P = 1000, 
weil wieder die ersten drei Glieder, welche zur Bestimmung von p^ 
dienten, zu Null werden. 

Man findet in der gleichen Weise die Betrachtung weiter gefuhrt 

Pn = P16 = Pi9 = P = 1000 Klg. 

6) Kombiniert man einen Träger mit gekrümmter Obergurtung 
mit einem Parallelträger, dessen Wandung aus gekreuzten Diagonal- 
stangen (schiefen Streben) besteht, in der Weise, dass zwei Felder des 
letzteren die Trägermitte ausmachen, dann erhält man den in Fig. 266 

Fig. 256. 




gezeichneten Schwedlerträger. Die beiden hnks und rechts sich an- 
schhessenden Trägerteile sind so konstruiert, dass bei beweglicher Last 
von der einen Seite, in der Eigur von der Unken Seite, die Diagonal- 
stangen keine Druckspannung aushalten sollen. 

Sind Pj P, P, . . . die Knotenpimktsbelastungen aus Eigengewicht 
und beweghche Last zusammengesetzt, so muss aus der angenommenen 
Höhe und gegebenen Spannweite, H cirka Vg ^^^ Spannweite, die obere 
Gurtung so bestimmt werden, dass p^ imd P5 als Druckspannungen ver- 
schwinden. Legt man den Schnitt mn und verlängert eg bis zu a,« 
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dich s = 



. lässt sich Ulli diesen Punkt als Drehpunkt, die eben erwübute Be- 
ingimg als Momentengleicliimg aufstcUou. 

Ax-P,(l, + i)-P,(21, +x)=p,.v = ...(«) 
SiK'iit niOD sich nun die Resultautc der Unksseitigeu Momeuteusumme 
• Belastung, so ergiebt sich diese (s. Fig. 84) als Mittelkraft aus 
sK = P, (1, + x) -I- P, (21, -I- x), wori» K = P, + P„ 
P.(l. +x) + P,(21i+^)- 
Pi + P» 

Deakt man sich K aii s aufgetragen von ii, aus, dann folgt die 
dingung, gleichlautend mit (a) 

Äaa, — Ks =pg y ^ 0, oder 
Ax =^ Ks, wonach 
Ä— 1 

Um dieses Verhältnis zu eiTeichen, tragt man sich in a K, und in 

, K auf, verbindet die Endpunkte i und i, uud geht nun diese Linie 

i a, , dann ist thatsächüch A : s = K : x und de ist die riclitig ge- 

I Trägerhöhe in d, welche pj zu NidJ vei-achwinden lässt. Zui' 

introUe der richtigen Hohe bc in b. damit pj = 0, verlängert man ed, 

letztere bis zum Sclmitt der imtei-en Gurtung und stallt die 

aloge Moment«ngkichung wie oben auf, aus der sich eine älmliche 

Ziehung ergiebt. Die Berechnung der inneren Spannungen im Träger 

wt dürfte dann nacli Feststellung der äusseren Gestalt keine besonderen 

ihwierigkeiten bieten. 

7) Der PauH'scbe Trä- ^'e «' 

Figur S-iT, ist naeh 

Bedingung ausgetuhii, 

I l)ei gleii'liniässiger vol- 

Belastung die Gurtun- 

I gleiche Spannungen ha- 

1 sollen. 

Die Vertikalstreben sind 

ruckstreben, und werdeü 

den FeJdeni gekreuzte 

reben als Zugbänder an- 

Bewendet, um der bewegUchen Last von beiden Seiten wirkend. Genüge 

I leisten. 

Auf eine eiugehende Betrachtung des PauU'schen Tibers, sowie der 
äichen verschiedenen Parabelträgerkonstruktionen , Fischbauchträger 
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Flg. 259. 




Fig. 255, Halbparabelträger Fig. 258 u. a. m., können wir uns an dieser 
Stelle nicht weiter einlassen. 

8) Es ist die Verteilung der inneren Kräfte in den Fig. 259 und 
Fig. 260 gezeichneten verspannten Balken allgemein aufzustellen. 

Die in den Knotenpunkten a und c angreifenden Kräftie seien P; 
die Auflagerdrucke A = B. 

Ist a Drehpunkt und schneidet man 
die Stange (1) durch, dann tritt Gleich- 
gewicht ein, wenn 

Ali=PiXi, wenn p^=A-^, 

worin Xj J_ (1) durch a. 

Schneidet man die Druckstange (2) 
unter Beibehaltung desselben Drehpunktes, 
dann ist die Bedingungsgleichung für die Kraft in (2) 

Alj = Pj h, woraus p, = A -r-. 

Der Drehpunkt A und Schnitt m^ n^ liefert 

PI, = Pj 1„ es ist somit pj = P. 
Schneidet man nach m^ n^, dann wird c als Drehpunkt angesehen 

A (1 — 1,) — P (1 — 2i;) == p^ h, woraus folgt 

. _ A(l-10-Pa-210 
P4— 1^ 

d als Drehpunkt bei demselben Schnitt wird 

A (1 — li) — P (1 — 21i) = Pö h, sonach p^ = p^. — 

Lassen wir in beistehender Figui* in den Knotenpimkten b und d 

die Kraft« P, und P^, in f Pj 
wirken, und l)ezeichneu wir 
wieder mit A = B die Auf- 
lagergegendrücke, dann erfolgt 
oft'enbar eine symmetrische Ver- 




teilung der inneren Spannun- 
gen und genügt es die der 
ersten sieben Streben zu ermit- 
teln. Nach den in, Fig. 260 
eingezeichneten Bezeichnungen der Knotenpunkte bezw. Drehpunkte und 
Hebelarme findet folgende allgemein gehaltene Kräfteverteilung statt 
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1) Drehpunkt b; Schnitt durch (1), bezw. (1) und (2), das Moment 
von (2) ist aber Null, 

Ali = pi Xi; p, = . 

2) Drehpunkt c; Schnitt durch (2), 

All + p, h = 0, p, = ^. 

3) Drehpunkt A; Schnitt durch mi Ui, 

IMi+P3li = 0, P3=— Pi. 

4) Drehpunkt c; Schnitt durch (4) bezw. m2 n^, 



Ali+P4h = 0, P4= — 



AI, 
h • 



5) Drehpunkt d; Schnitt durch (6) oder nig Uj, 

A (1. + 1,) - P, 1^ = p, x„ p, = A(l, + 1,)- P^ 

6) Drehpunkt A; Schnitt dui-ch m, n^. 

Pi li + Ps Xj + pe y, = 0; Ps = — 

7) Drehpunkt A; Schnitt nig Ug. 



Pi li — P e yi 



Pi li + P2 Ol + I2) = P9 72 + P? ('i + k) + Pe yi> woraus 
^ _ Pi li + P2 (li + I2) — P9 72 — Pe yi _ 
P'- 1,+1, 



Fig. 261. 



-X *i+^ 






ß 



l^ ->*- -/^ n-lr»- 




7} 



Setzt man in die vorstehenden sieben 
Gleichungen y^ = : aus 

Xj : Ij = Xj ! li -|- Ij , Xj 
femer aus 

dann erhält man die inneren Spannungen 
des in Fig. 261 gezeichneten verspannten Balkens, in dessen Streben- 
zusanimensetzimg die eben berührten Verhältnisse enthalten sind. 
Man findet nach kurzer Zusammenziehung 

Xl 

V:i = TTJ (^ + U) = ^ TT 7 



P4 = — A 



li+l, 
H 
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P5 = — 



P.li 



X 



8 



P« = 



Pt = 



P.l. + P,(l. + 1,)-P .y, 
1. + 1, 



Flg. 262. 




VIIL Gleichgewicht in hängenden Ketten. 

In den Punkten A und B 
uY j^ befestigt, hängt eine Kette. 
• "•*' /i Die Entfernung zwischen A 
'^'^ und B sei gegeben, ebenso sei 
auch der senkrechte Abstand 
des tiefeten Punktes m der 
Kette von der horizontal an- 
genommenen Linie AB be- 
kannt; mn = i; n liegt in der Mitte der Aufhängpunkte. 

Schneidet man bei m dui'ch, dann müsste man zwei Kräfte H an- 
bringen, imi die Kettenhälften zusammenzuhalten. 

Bezeichnet man mit q die Belastung der Kette pro lauf. Meter, so 

wirkt die halbe Kettenlast ■—- an -^, es tritt Gleichgewicht ein, wenn 

um B drehbar 

ql 1 



(a) 



2 4 



= Hi. 



B'üi- eine beliebige Kettenlänge md würde, d als Drehpunkt ange- 
nommen sein 



(b) 



Hy = -^,^- 



(c) 



Dividiert man beide Gleichungen, dann erhält man 

4i . 



) p^ 



Wir haben schon mehrfach erwähnt, dass wir mit Hülfe dieser 
Gleichung eine paraboUsche Kune konstiiiieren können, und schliessen 
wir sonach aus Gleichung c, dass ol)ige Kette sich zwischen A und B in 
eine Paral)el einhängt, der Scheitel derselben hegt in m. 

Die Kraft H wirkt duirb die Kettenhälfte als Horizontalkraft, sowohl 
in d als auch in B. 

In den beiden Aufhängpunkten muss als Vertikalkraft das halbe 
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1 
Kettengewicht V=-~- in jeder Aufliängstelle wirken; in d würden 

V = qx Klg. als Vertikalkraft wirken. 

Die Resultante aus V und H in B, die Zugkraft K sucht die Kette 
in B abzureissen, sie ist 

K = VW+W7 (d) 

Mit der Horizontalen bildet sie den Winkel 9, so dass 

tang 9=^ (c) 

Aus Gl. (a) findet man die Horizontalkraft 

H = ^ (101) 

Setzt man diese und V = -^ in (d) ein, so erhält man die Ketten- 
Zugkraft 

K = )/(^) + (1-7= ll /ieiMH-^ . . . (102) 

Diese Kraft bildet mit der Horizontalen nach (c), V und H einge- 
setzt den Winkel 

tang9 = Y (^03) 

Es hängt z. B. eine Kette zwischen den horizontal hegenden Punkten 
A und B in 1 = 6" Entfernung, so, dass i = 1,4°* Vertikalabstand. Die 
Kette selast wiegt q = 80 Klg. pro lauf. Meter. 

Man findet durch Einsetzen der Zahlen in die letzten Gleichungen 

„ qF 80.6« ^_,„ 
» = -8 [- = -874^ = 207 Klg. 

V = ^=-'^-A = 240Klg. 

ql ^ 80-6 , 

K=fi-/l6i« + l*=8Ti;4yi6-l,4» + 6« = 354Klg. 

4i 4-14 

tang (D = 4^ = -^^ = 0,9 333, 9 == 43°. 

1 

Würde man eine Kette nicht horizontal aufhängen, etwa wie in 
Fig. 263 angegeben, so dass die horizontale Entfernung A^ B = X, hingegen 
die vertikalen Entfernungen i und i^ sind, so denken wir uns durch A^ B 
und dem tiefsten Pimkt m^ eine Parabel aufgezeichnet, A^ m^ a^ ist das 
Scheitelstück dei-selben, hingegen a^ B die Verlängerung des einen Astes. 
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... 4i/L\» 



Für diese Parabel muss auch 
die Gl. (i) zur Geltung kommen 

y = -jY X*, wenn 1 = Aj a^. 

Bezeichnen ^ir nun mit L für 
einen Augenbhck die Entfernung AB, 
so lässt sich in Bezug auf L imd 
i + ii gleichlautend mit der letzten 
Gleichung (a) setzen 
iL« 



1 



2 



Es ist nun L — X = -^ ^ oder L ^^ 2 X — b, sonach 

Hieraus findet sich der horizontale Abstand 1 vom Aufhängepunkt 
Ai an gerechnet, halbiert man diesen und trägt im Halbierungspunkt i 
senkrecht auf, dann ist mi bestimmt, und man kann nach der schon 
früher angegebenen Konstruktion die Parabel vom Scheitel aus kon- 
struieren. 

Die letzte Gleichung liefert 



2X 



Für X = 14", ii = 4 und i = 1,5" würde man erhalten 

2X 2 14 






1 + 



V 



l+l l+l/l+ ■* 



V 



9,6". 



rij(. 264. 



2 ' ' ^ " • 1,5 
Für ii = wird natürlich wieder 1 = X. 

Lassen wir, wie Fig. 264 an- 
deuten soll, das Kettenge\^icht selbst 
^ ''" '^~ ^*~ ' "*! ausser Acht, hängen aber an irgend 

j^\ einer Stelle in den Entfernungen K 
I und Ig von A und B gelegen eine 
Last Q auf, so wird diese die Ketten- 
stränge Aa und Ba imter den Last- 
zugswinkeln OL und ß anziehen; die letzteren kann man berechnen aus 

• • 

(f) tang a = -p- und tang ß = -r— . 




Gleichgewicbt in hängenden Ketten. 297 

Die Kräfte in den Kettensträngen wollen wir mit Pi und Pj bezeichnen ; 
konstruiert man das Parallelogramm abcd, so bildet Q die Resultante 
dieser Teilkräfte. 

Aus den durch das Parallelogramm entstehenden Dreiecken abc und 
abd kann man leicht die Winkel y, "ä^ und ^ abhängig an a imd ß be- 
rechnen, sie sind 

i]> = 90 — ß, ^ = 90 — a, Y = a + ß . . . . (g) 

Nach dem Sinussatze verhält sich 

Q : sin Y = P^ : sin "ä^ = P2 : sin 9. 

Diese doppelte Proportion ergiebt die Teilkräfl;e 

P^=Qi|£^undP,=Q-^ (h) 

smy smy 

Setzt man in diese die Beziehungen in (g), so wird 

* sm (a + ß) * sm (a + ß) 

Hängt die Last Q in der Mitte der Kette, dann wird offenbar a = ß 

und Gl. 105 giebt 

ü o ^ cosa ^ cosa Q ..^- . 

P= P= Q . . = Q — -; := — -: . (105 a) 

sm2a 28macosa 2sma 

Wir hatten bereits S. 63 (Fig. 56) diese Gleichung gefunden, dort 
haben wir den Winkel bei a mit a bezeichnet, es ist also a/2 der Er- 
gänzungswinkel zu dem hier bezeichneten Winkel a, weshalb dort der 
cos a/2 im Nenner erscheint. 

Sollen die in 105 aufgestellten Formeln statt von a und ß, ab- 
hängig von i, Ij imd 1, ausgedrückt werden, so ist es erforderlich, da in 
(f) in tang. diese Winkel enthalten sind, diese durch die sin. imd cos. 
2u ersetzen. 

Bekanntlich ist allgemein 

' 1 tang 9 

Führt man in diese Beziehungen die Gl. f ein, indem man einmal 
9 == a und dann 9 = ß setzt, so findet man 

i . ö i 

sm a = -f====r sm ß = -. — — 

1 ft 1 

cos a ^ — - — , cos p = — ■ — — , 
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femer da sin (a -[" ß) = sin a cos ß + cos a sin ß, 

(i)+(f) 



sin (a + ß) = 



Nach Gl. 105 ziisammengesetzt ergeben sich nun die Zugkräfte P, 
und P„ die Formeln entsprechend zusammengezogen 

_ cos tt 1, VU + i* 

^'~^ sin(a + ß)"~ i l. + U 



(106) 



«-'^ i 1, + U ~^8in(a + ß)- 



Wenn die Last Q in der Mitte aufgehängt wird, ist li = 1, geworden, 

dann sind die Kräfte wie uns bekannt gleich, man findet aus Gl. (106) 

Ij = Ij = 1/2 eingeführt, 

1 •/l»_j_ 4iT 

(106a) . . . P,=r, = Q— -i = -11^111-. 

2sina 4i 

Hängt z. B. an obiger Kette noch Q = 5000 Klg. Last ui der Mitte, 

dann wäre der Kettenzug K noch zu vermehren um 

Pi == Pg = 500 T. 4 = 600 Klg. abg., da 

4 • 1,4 

1—1 — J-— ^i — 11- 

Die Kettensti'änge hätten dann einer Gesamtkraft von 600 + 354 
= 954 Klg. Widerstand zu leisten. 



Die lebendige Kraft als Arbeit. 

Eine Arbeitsleistung ist, wie uns bekannt, das Produkt aus Kraft 
und Weg. Eine KraR allein kann also keine Arbeit vorstellen, sie wird 
erst zu einer solchen, wenn sie ilu*e Wirkung durch eine Bewegung äussert 
Wenn ^^^r mm die lebendige Kraft als Arbeit auffassen wollen, so lieg^ 
in diesem Ausdruck jedenfalls noch der Begriff der Bewegung, keinenfeUs 
der, der Kraft allein. Dadurch, dass eine Kraft lebendig geworden ist, 
deutet uns dies an, dass eine Bewegung in die Kraft gekommen ist, to* 
folge der sie erst zur Wirkung, zur Arbeitsleistung gelangen kann. K® 
Kraft an imd für sich war denmach vorhanden, sie wurde aber verhindert, 
durch einen Widerstand sich zu äussern, erst musste sie diesen übe^ 
winden, ehe sie in Thätigkeit, Ik'wegung gelangen konnte und vor unsereB 



j 
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Hangen lebendig wiude, um auf ihrem Weg die ihr vorgeachriebeiie, 
gleicli gesetzte Arbeit zu leisten. Nehmen wir eineu toten Köiper, einen 
Stein, ein Holz, nihendes Wasser, ii-gend eine Masse, so wird diese 
fjfhendig" und kann eine Arbeit leisten, sobald wir ihr eine Bewegung 
erteilen*) durch eüie Ki-aft, hierbei waren wir genötigt einen Teil der 
Kraft oder auch die ganze ei-st aufzuwenden, imi den ursprünglichen 
Widerstand, die überhaupt in dem toten Körper ruhende Kraft, das ist 
die Anziehungskraft der Erde, das Gewicht des Körpers, zu überwinden; 
denn die Oberfläche der Erde hat den toten Körper verhindert, ihm wider- 
standen, damit er sich nicht nach dem Mittelpunkt der Erde bewege. 
Haben wir die tote Masse gehoben, daim erst erteilen wir ihr eine Kraft, 
werfen sie, oder ül)erlassen sie der Anziehungskraft der Erde durch Fallen- 
lassen, damit eine Arbeit geleistet werde, die in diesenj letzteren Fall dem 
Protlukt lies Gewichtes mit der Fallhöhe entspricht, auf die Arbeit von 
sinkenden Gewichten, Wasserläufen haben wir bereits hingedeutet 

Auf die Arbeit, welche erforderlich ist, um einen Körper z, B. eine 
Mauer zu kanten, haben wir auch schon S. 175 (Gl. 77) hin^rewiesen. 
Wir lassen dort eine Kraft W angreifen, welche den Körper aus dem 
stabilen in den labilen Gleichgewichtszustand vereetzt. Einteilen wir nun 
irgend einer Masse eine gewisse Geschwindigkeit und zwar in Richtung 
der angreifenden ICraft W, so können wir es auch dahin bringen, daas 
der Körper gehoben, bezw. gestürzt wird, wenn nur die Geschwindigkeit 
gross genug und die Masse schwer genug ist, damit der Stossdmck, wie 
wir ihn bezeichnen können, ki'äftig genug wird, die fragliche Arbeit zu 
rerricbten. Die Körpermasse m leistet also infolge der ihr zugetfiiltcn 
Geschwindigkeit v eine gewisse Arbeit, im letzeren Fall die ümaturz- 
arbeit, die gerade so gross sein muss, wie das Stabilitätsai'lmit. 

Eine Lokomotive, welche von der inneren Dampfkraft getrieben, einen 
Berg liinauffährt, eine Steigung zu überwinden hat, wird um die Arbeit, 
ihr eigenes Gewicht auf die Höhe des Berges zu heben, und die Reibimgs- 
widerstände unterwegs zu überwinden, an Kraft verlieren müssen, also 
aocli an Geschwindigkeit hatte sie erst die Geach-windigkeit v^, so wird 
ae oben angelangt, nur noch v? Geschvrindigkeit haben, v, wird Null, 
wenn ilie ganze Kraft aufgezehrt werden würde, die Maschine still stünde; 
vorau&gesftzt, dass auch kein neuer Dampf erzeugt wird. 

Es fragt sich nun, in welches Verhäitnifl tritt die Masse zur Ge- 
schwindigkeit, um die Arbeitsleistung, also die lebendige Kraft des eigent- 
lich toten Körpers auszudrücken? 

\ "1 Biete $- i5. 
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Nehmen wir als Triebkraft die Anziehungskraft der Erde an, welche 
auf einem Körper, dessen Gewicht G, einwirkt Der Körper fallt frei 
herab und leistet die Arbeit Gh, wenn h die Fallhöhe. Unten angelangt 

hat er die Geschwindigkeit v ^ V^2 gh, die ihm die Anziehungskraft der 
Erde erteilt hat. h durch v ausgedrückt, ist dann h = -^ — und die 

Arbeitsleistung Gh = G — — . Diese Gleichung lässt sich auch schreiben 

G V* . 

Gh = r-. g ist aber nichts weiter als die Masse des Körpers 

m = — , somit ist die in Frage stehende Abhängigkeit der Masse und 

ihrer Geschwindigkeit um eine Arbeit zu leisten, 

(107) A = Oh = m^. 

Man nennt nun thatsächlich das Produkt der Masse mit dem 
halben Quadrat der Geschwindigkeit, die lebendige Kraft 
Im Sinne der GL 33, nach welcher Gh = Ps, ist dann auch 

(I07a) A = Ps = m^. 

Diese Gleichung sagt auch aus, dass es gleich ist, ob eine Kraft P 
längs dem Weg s wirkt oder ob eine der Kraft entsprechende Masse sich 
mit v" Geschwindigkeit bewegt. 

Hat die obige Lokomotive die Masse m, dann wäre ihre lebendige 

vj 
Kraft bei der Geschwindigkeit v^ m -^, die bei der Geschwindigkeit Vj, 

m-~; die Differenz beider Arbeitsleistungen m-^ ^"-^ ist aber die 

S 2 

Vi V 

wirklich geleistete Arbeit A = A^ — A, = m -^ ^'ttj welche wenn 

Vj = 0, wieder A = — ^^-^ ist — 

In den zu Anfang aufgestellten Gleichungen der Bewegungslehre, 

Gl. 2 und 3, nannten wir die Anfangs- und Endgeschwindigkeit c und v. 

2s 
Eliminieren wir die Zeit t indem wir aus Gl. 2 t = ; in (3) ein- 

V -j- c ^ ^ 

setzen, es folgt dann 

V — c. V * — n * 

- oder 



+ p — 


2s 


(v + c)- 


— 8 = 


V« — 


c* 


2P 


• 



2s 
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Es stellt diese (Tleicliiing ili'n Weg dar, welchen eiu Köriier l"?i 
ihleunigter odpi' virrzögerter Bewegung zurütikkgt , wenn p und die 
Anfangs- und Endgeschwindigkeit hekannt sind. Multipliciert man auf 
beiten Seiten mit K, so stellt offonbar ± Ks, wenn wir uns unter K eine 

KraA vorstellen, eine Arbeit dar. Mau erhält dann -I- Ks= K — ~ — — : 

2p 

oder durcli Auflösung 



±Ks 



, V 2 1 ) 



Erwägen wir, dass -^, Kraft durch Beschleunigung (a. S. 20, Gl. 12) 
P 
» Hasse m bedeutet, so können wir lüe letzte Gleichung auch schreiben 

±Ä = m'^- — m-|- C108) 

Auch hierin finden wir das Gesetz bestätigt, dasa eine Arbeitsleistung 
1 als Differenz zweier lebendigen Kräfte auffassen lässt. In ilem posi- 
a Zeichen liegt ein Arbeitsgewinn, im negativen ein Verlust an Arbeit. 
: oben erwähnte fallende Körper repräsentiert einen Gewinn an Arbeit, 
Augenblick des Fallens war seine (AnfangB-)üeBcbwindigkeit 
s 0, und er eiTeichte durch das Fallen von der Höhe b, durch Zurück- 
iiig des Faihveges s ^ b die Geschwindigkeit v. Die als Beispiel an- 
rte Lokomotive hat an Arbeit verloren, sie niusste sie abgehen, um 
^ Gewicht zu heben und die Wideretände bei Zuriicklegung ihres Weges 
i . G 

I tiberwinden. Setzt man in Gl, 108, m^ — , so erhält man 
g 

+ A=-^(v«-0') (108«) 

Hat die Lokomotive G = 15 000 Klg. Gewicht und beträgt die 
ing, welclie sie auf beifipielsweise 600"' Weglänge überwinden muss 

ij, also im ganzen — ^= 1,2", so ist die Arbeit, allein um das 

rieht auf diese Höhe'zu heben 15000 ■ 1,2 = 18 000 Klgmeter. Hatte 

non die Maschine c = 7" Äufengsgescliwindigkeit und verhert sie 3"° an 
Geechwiiiibgkeit, so ist v = 4"; demnach; wenn A, die Gewichts- uud 
die Widerstandsarbeit, die geleistete Arbeit: 

i» A. + A. = iL(v>_c.) = -l^(4.-7.) = - 25 245 Klg. 

Diesii ist negativ, weil die Damjjfkraft ihre Arbeit abgeben musste, 
nun A, = 18 000 Klgmeter ein, dann folgt die Widei-staiids- 
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arbeit während des Weges 

A, = 26 245 — 18 000 == 7245 Klgmeter. 
Um obigen Weg von s = 600" zurückzulegen bei c = 7 und v = 4" 

ist nach Gl. 2 eine Zeit t = r — = -r.— s- = 1 10 Sek. erforderlich. 

v + c 4 + 7 

7245 
Jede Sekunde müssen somit ~jtk = ^^ Klgmeter für die Widerstands- 

fiß 
arbeit aufgewendet werden; das sind N = i=-^abg. 9/10^^^; wahrend 

25 245 
nach Gl. 34b die ganze Arbeit N = . — = 3 (_^^ erfordert, die 

1 10 • 75 

alle Sekunden thätig sein müssen. — 

Der Rhein fliesst stellenweise mit 7 = 3"° Geschwindigkeit Es soll 

ein Stromrad ausgeführt werden zum Betriebe einer schwimmenden Mühle 

(Schiffsmühle). Die Arbeitsleistung des Wassers ist, wenn m die Wasser- 

V* 3^ 

masse, A = m-^ = m-^ = 4,5'm Klgm. 

Die Leistungsfähigkeit eines Wasserlaufes ist nach Beispiel 5, S. 60 

Die Mühle erfordert zum Betrieb N = 1 2 (^^, dann folgt für Qh 
aus vorstehender Gleichung 

nu 75 N 75- 12 . . ^, , 

Arbeit für das Wasser. Setzt man diese zu benötigende Arbeit der zur 
Verfügung stehenden 4,5 m = 4,5 — Klgmeter gleich , da die Masse des 

Wassers m== — = ^ ^ , so erhält man 0,9 = 4,5 und hieraus 

das für die 12 ^^^ nötige Betriebswasser 

^ 0,9 »9 ,81 „ , ^ , 

Q = — —j-^ — = 2 cubm. pro Sek. 
4,0 

Das der Geschwindigkeit v = 3" entsprechende Gefälle ist 

v2 Q2 

Diese Daten geben hinreichende Anhaltepunkte zur weiteren Bered»- 
nung des Rades selbst. — 

Die Gleichungen 107 und 108 gelten für eine in gerader Linie fort- 
schreitende Bewegung. Wir wollen in Folgendem versuchen, die lebendig« 

V 
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iü-aft, also die Arbeit von solchen K()ri>ern iiuszudrückeii , weluhe sich 
um eine Achse drehen. 

Es sei, Fig. 265, eine Aclise, uiu welche sich dei' Körper A dreht, 
in einer Sek. gelangt er nach Ai. Die der Achse näher hegenden Körper- 
teilfi haben eine kleinere Geschwindigkeit als die entfernt sich drehenden ; 
zerlegen yni darum den Körper in möghchst 
■viel einzelne Teile. Wir haben diese einzelnen 
Massen elemente mit mirngnigni^ . . . bezeichnet, 
ihre Entfernungen von der DrehungsachBe sind 

piftfi jedes dieser Elemente hat eine 

andere Geschwindigkeit ViVgVg . . , ., nur die in 
gleichen Entfernungen von der Achse gelagert 
sind, haben dieselbe Geschwindigkeit Wie wir 
nun schon früher Ol. 33 a, S. 45 auf die Arbeits- 
teilung hinwiesen , müssen wir dieses Prinzip 

auch hier in Anwendung bringen, um die lebendigen Kräfte der einzelnen 
Massenelemente aufetcllen zu können, diese smd, da der Köii>er in einer 
Sekunde nach A, gelangt. 




; m,- 



, m, -°^, m. --^ 



Die lebendige Kraft oder die Arbeit des ganzen Körpei^s ist dann 
die Somme dieser einzelnen Leistungen, nämlich 



-+„ 



(.«) 



Jede einzelne in dieser Summe vorkommende Geschwindigkeit lässt 
uch aber durch den ihr zugehörenden liadius ausdrücken, wenn man be- 
denkt, dass der Körper Ai also auch alle seine Element« in einer ge- 
wissen Zeit, welche den Umfangsgeschwindigkeiten der Elemente ent- 
spricht , einen gewissen Bogenweg A A , zurückgelegt hat. Sämtliche 
Elemente müssen hierbei sich um einen gewissen Winkel w gedrelit 
haben. Nach Gesetzen der Geometrie ist bekaimthch die Bogenlänge das 
Produkt aus dem Radius und dem Wnikei im Bogen gemessen, so dass 

v, = p,w, Vj = p,w, v, = PjW, v« = p.w (h) 

Man nennt w die Winkelgeschwindigkeit und es ist allgemein 
T Bogengeschwindigkeit , 1 
'=7° M.B '^'" . . (109) 



FOlirt 1 



(a) diese in (b) ausgedrückte Werte ein, dann ( 



Die kbendige Kraft als Arbeit. 



2 ' "*' 2 '^"■> 
- ("i Pi' + »i fs* + iHj Pi' + ■ 



1 



,.). 



Den in der Klammer st«henden Ausdruck, die SuDiine der Pro- 
dukte der Maesenteilcben mit dem Quadrat ihrer Eutfernungen 
von der Drehuiigsaclise, nennt mau wieder „Moment" und zwar nennt 
man ilm das „TrägheitsraoniPiit" und bezeichnet dassellic mit J; 
(110) . . J = m,pi'-i-m,e,= -f-m3P3'-i- ... = Smp'. 

Die Arbeitsleistung eines sicli drehenden Körpers ist somit 



A — J 



(Ul) 

Sie ist alsi) nicht der Masse des Körpers, wie bei der gei-adlinig fort- 
schreitenden Bewegung, propoiüonal, sondern dem Trägheitsmoment, dem 
„Behari-ungsvermögcn" (infolge der Trägheit), und dem halben Quüdrat 
der Winkelgeschwindigkeit; während die geradlinig sich bewegende Mäste 
dem hallien Quadrat der Geschwindigkeit proportional ist, mit der eicJi 
der Körper fortbewegt. 

Besteht der sich drehende Körper nus einer Fläche oder einer linief 
80 ist in Gl. 110 die Flächen- oder LinieneJnheit einzuführen fiir d« 
Massenelemeut m. — 

Ein sich drehendes Rad in „Schwung" gebracht, wird so lange in 
der Drehung „verharren" bis die Masse oder das Schwunggewicbt dei 
Rades, um diesen Ausdruck zu gebrauchen, während seiner Drehung 
sein ganzes Arbeitsmoment an die Zapfen oder Acbsenreibung abgegf^boi 
hat; die geleistete Arlieit ist hier Reibnngsarbeit. Würde man um die 
Achse, oder um ein Rad auf der Achse einen Faden schlingen , an wd- 
cbem ein Gewicht hängt, so kann eventuell das sich drehfude. Kad nndi 
bis zum ßtillstaud eine gewisse Arbeit Pli ausser der Heibungsarbeit leisttni? 
sofern nach Erteilung einer gewissen Geschwindigkeit die TriebkraA ab- 
gestellt wird. 

Beobachtet man wähi'end der Drehung eines Körpers einen Umbnp* 
punkt, so lässt sich leicht ermitteln . um welchen Winknl w" sieb ifcr 
Körper in einer Sekunde gedreht hat: das diesem Winkel entsprcchaode 
Bogenmass w, die Winkelgesthwindigkt 



woraus fiir den Halbmesser p = 
(US) w 



;360 = 

I. 



Die lebendige Kraft als Arbeit, 



305 



(U2a) 



w. wenn die Winkelgescbwindigkeit bekaiuit, das dieser entepreiheDde 
Gradmass 

,^ 360 w 

^ 231 

Zur Ej-leiclitening der Umrechnungen haben wir im Anhang auch 
r die letzten Formeln eine Tabelle angeschlossen. 

Beispiele. I. Die Wiidteldrehung in einer Sekunde sei w^=30°. dann 
i die zugehörige Winkelgeschwindigkeit für den Radius = 1 

" - 360 - "•''"■ 
Die Bogenlänge bei 30° ist, wenn der Kreisradius 1000"", w^513"", 
t Sinus d. i. die halbe Schnenlänge 0,6 beKw. 600™° , die Tangenten- 
^e 577™. 

II> Dreht sich ein Körper in einer Sekunde l^mal hemm, dann ist 
f-=360 + 180 ^ 540", sonach seine 'Winkelgeschi\Tndigkeit 
2 ■ 5r ■ 540 



360 



= 3-7r = 



9,42. 



Ist die Entfernung des Punktes vom Drehpunkt p = 1,2", so würde 
= 1,2-9,42 = 11,3". 
m. Die Winkelgeschwindigkeit eines Punktes sei 48, so entspricht 

1 einem Drehungswiiikel von 
„ 360 ■ 48 



•2 k 



- = 2751,6° = 2751° 36'; 



r Körper hat sich in der Sekunde 



2751,6 



360 



7*/umal herumgedreht — 
w=s 1,2317 kommt die 



IT. Der Winkelgesch^vindigk*it fiir p 
lodliche Drehung um 70" zu. — 
Will man die Winkelgeschwindigkeit statt von der Umfengageachwin- 

. T von der Anzahl der Umdrehungen in der Minute abhängig dar- 

, 80 verwenden wir für v die Gl. 5a, S. 6 

2 pirn pTCU , 
V ^ - 1a — = — wTr- und setzen 



30" "■ 

30 - 



(US) 
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Die lebendige Kraft »Is Arbeit. 



V. Dreht sich ein Körper in der Minute n= UVsmal herum, so 

ist seine Winkelgeschwindigkeit 

w = ^.14V3 = l,5; 

der zugehörige Winkel ist (It Tab.) 86°, um welche sich derselbe Kör- 
per alle Sek dreht. — 

TL Einer Winkelgeschwindigkeit w = 48 kommen gleich die minut- 
Uchen Umgänge 

n = -^^48 = 458V„ 



TU 



cirka, wie oben schon angegeben 

= 7 ^/g in der Sekunde. — 



458 Vs 



60 

VII. Zu dem Winkel w° = 200° 50' 50" gehört die Bogenlänge oder 
die Winkelgeschwindigkeit: (s. Tabellen.) 

w = 3,4907 + 0,0145 + 0,0002 = 3,5054, 
und die minuthchen Umdrehungen 

n = — w = — 3,5054 = 33 abg. — 

TU TU 

Der Hauptfaktor bei Beurteilung der Leistungsfalügkeit von sich 
drehenden Körpern ist aber das Trägheitsmoment, weil dasselbe die Dimen- 
sionen des Körpers entliält, auf die man zurückschUessen will, wenn die 
Umdrehungen oder die WinkelgeschA\indigkeit und die zu leistende Ar- 
beit gegeben ist. Die Leistungsfähigkeit wird nun offenbar grösser oder 
kleiner, wenn sich die Elemente mehr oder weniger von der Drehungs- 
achse entfernen oder sich dieser nähern. Das Trägheitsmoment, somit 
die Leistung bei unveränderter Geschwindigkeit, wird hiernach am klein- 
sten, wenn die Drehungsachse durch den Schwerpunkt des Körpers geht 

Man nennt das Trägheitsmoment äquatorial, wenn die Drehungs- 
achse in der Hauptebene (Bildebene) des Körpers oder der Fläche liegt, 



Fig. 266. 



Fig. 266 ft. 



Fig. 267. 



Fig. 267t 




-ap- 






Fig. 266, hingegen polar, wenn der Körper oder die Fläche sich um 
eine auf obige Fläche senkrecht stehende Achse dreht, Fig. 267. 



Die lebendige Kraft als Aib«it. 
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Flg. 168. 




? 


A 






- 




' 



Beide Trägheitsmomente stellen in folgendem Zusammenhaug. Es 
8M XX die äquatoriale tmd X(,X|, die polare ürehungsachfie, zeichnen w 
die letztere niclit nie Fig. 267 in isometrischer, sondern in normaler Pru- 
jection, Fig. 268, so steht die Drehungsachse x^Xo 
senkrecht auf der Bildääche, ps ist dann we in 
GL 110; J = 2mp». 

Sind nun xx und yy zwei in die DildHache 
fallende, also äquatoriale Achsen, welche senkrecht 
aufeinander stehen und dui'ch gehen, so bilden 
die Drehungsradien Hypothenusen von rechtwinke- 
ligen Dmecken, welche für jedes Element durch 
Senki-echte auf die Drehungsachsen gefunden werden 
inon (Koordinaten) und es ist für die Elemente 

p,» = x,» + yj«, e,'^s/ + j,», pg« = x,* + y,'' 

Setzt mau diese Beziehungen in Gl. 1 10 ein, so erhält man 
J = m, («,■+)•, •) + !«, (i,' + y,') + 111, (x,' + }•,>)+.. 
• aufgelöst und geordnet, 

J = [mj X, * + m, X, » + nia xj * + ] 

+ [m,y,» + rajy,» + mBy3*+ . . .]. 
Die in den lÜammem stehenden Ausdrücke sind aber wie<ler Ti%- 
momente, 

J, = mj X, ' -|- m, X( * + mj Xj ^ + ■ 

J, als äquatoriales Trägheitsmoment bezieht sich auf die Achse XX, 
Lauf die Äquatorachse YY. Bezeichnet mau das polare Trägheits- 
lent mit Jp, dann ist 

J, = J, + J„ (114) 

I polare Triigheitemoment ist die Summe zweier äquatorialen, (he in 
r Ebene senkrecht auf der Polarachse stehend, hegen. — 
Wir wollen nun in folgendem zunäclist einige Trägheitsmomente von 

i und Körpern berechnen. 

Isjplele« !• Trägheitsmoment eines Recht- 

^ea, welches sidi um die Basisachse dreht. 

Das Rechteck, Fig, 269, habe eine Höhe h 

I die Breite b, die Drehungsachse ist XX. Die 

issen- hier die gewichtslosen Flächen- 

lote sind fi^fj, pariülel zur Achse hegende 

istreifen von gleicher Höhe; sind n solche 

mden, dann hat jeder Streifen die Höhe 



(llOa) 



Flg. 169. 
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Trftgheitamoineiite. 



n 



in irgend einem Massstab ausgedrückt. Die Flächen sind 



ij — Ig — 13 — . • . 
ihre Abstände von der Drehungsachse 



n 






h ^hlh_3h _.y ^ 

_ x,_ — + — — _ — — , X8- J — 



+ 



1 h 



j ^4— "2" 



h_ 
n 



• • • • 



2 



-)* 

n / 



= AA 

2 n 2 n 
Das Trägheitsmoment nach Gl. 110 

+ (1-^)*+...], 
*^ = T^(** + ^* + ^* + '*+---)- 

Die Summe der ersten n ungeraden Zahlen ist aber (s. Bemerk. S. 91) 



oder 



n 



l2 + 32_|.5» + 72^_ .j_(2n — l)* = ^(4n«— 1), sonach 

Lässt man n zu CO anwachsen, dann ist -ttt-v = und J = — 7^-. 

12n* 3 

Verlegen wir die Drehungsachse in den Sch¥rer- 

punkt des Rechtecks, Fig. 270, und teilen jede Hälfte 

in n Teile, dann sind die Streifenhöhen -^ — und die 





Fig. 270. 




1 








!V- 












/> 




;a 


(«t 




•/i 

1 !/• 


^' 


y 


1 






1 


-1 




1 






t 






• 







2n 



Entfernungen von der Achse 

Jl h^ __3 h^ 

' 2 2n ' ^~ 



6 h 
2 2n 



-4- - — ' 



*"~ 2 2n ' ^~ 2 2n ' '^~ 

Da sich beide Hälften um die Achse drehen, so 



ist das ganze Trägheitsmoment 

-^^[(4^^)"+(+T^)'+(-l-^)*+-]«<'- 



16n» 



2 2n/ 'V2 2n/ '\2 2 
(l. + 3« + 6«+...[2n-l]»), 



man findet obige ßeihensumme eingesetzt, 

bh» ., , ,, bhVi 1 ^ 



J = -jjbh». 



TiAgheitomotoNite. 
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Um nacli Gl. 114 das polare Trägheitsmoment 2u bereclmeD, berück- 
Bichtigen wir, dass, Fig. 271, die beiden äquatorialen „^ 

Trägheitheitsmomente, bezogen auf die SchwerpunktsadiBen, i 

XX nnd YY sind 



1 



somit das PolartmgheitsmomeDt 
1 



rhb'. 



bh 



t:. 



J. = J. + J, = -j^ Cbh« + hb •) = -^ (h" + b-). 

n. Trägheitsmoment eines Quadrates. 

Setzen wir in die Formeln fiir das Rechteck b ^ h, so eiiialten wir 

J = -=- h* fiir das äqnat Trägheitsmoment um eine Seitenachse, 
1 



J := — ^ h* für das äquat Trägheitsmoment um die Schwerponkte- 

achse und 

Jp = -^ h* fiir das polare Trägheitsmoment um die Schwerpimktsachse. 

nL Trägheitsmoment einer prismatischen «s-st». 

Stange, deren Querschnitt f, Länge 1, welche senkrecht 
um eine horizontale Basisachse XX, Fig. 272, dreht. Die 
Stange wiege y Klg. pro Volumeneinheit; das ganze Ge- 
wicht der Stange ist dann G ^ y^- 

Wir teilen die Stange wieder in n gleiche Teile, die 
einzelnen Massenelemente werden dann gleich gross und 
^eich schwer, j 

_ 1 G _ 1 jyn -.^.y 



= m,= 



ß g 



Die Entfernungen der^lhen von der Drehachse sind 
_ 1 _ 3 1 _ 6 1 

^'-"2^' '''-YT' P»-TV--' 

Das Trägheitsmoment 
G 



' = -4iEi-"' + '" + *' + '' 



■ ■)■ 
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Fiilirt man wieder obige Reihe ein, so reduciert sich J zu 

J=^ — {-n ^n 2 )> ^^"^^ ^^^ ^ imendüch gross werden, dann 

folgt endlich 

3 g 3 g 3 g 3 

wenn V das Volumen und m die Masse der Stange. 

Eine eiserne Stange von 100"°* Durchmesser wiegt pro lauf. Meter 
61 Klg. Ist die Stange 1 = 2" lang, dann ist ihr Trägheitsmoment 
- 1 2»61 Q, .^ , 

Dreht sich diese Stange in der Minute n = 20 mal von irgend einer 
Kraft getrieben, so ist zunächst die Winkelgeschwindigkeit nach Gl. 113 

% 3,14 

demnach nach Gl. 111 die Arbeitsleistimg in der Sek. 

A = ^J = ^17 = 37Klgmeter oder N = -yg-= V,c^- — 



Setzt man aus Gl. 113 w = 7,-77— in Gl. 111 ein, dann erhält man 

30n 

A abhängig vom Trägheitsmoment und den minuthchen Umgängen 
(116) i . A = (^ n) ^^ = 0,005 483 J n» Klgmeter, 

abg. A = T^r- Jn* Klgmeter. 

Da diese Arbeit in Meter und w in Sek., so folgt die Leistung 

(U6) . N = A = M«?J^.JJL* =0,00007312 JnS 

wenn ein Körper dessen Trägheitsmoment J sich in einer l^Iinute nmal dreht 
Die Arbeitsleistung wächst natürlich mit dem Quadrat der Um- 
drehungen; eine Stange, welche n = 50 Umdrehungen pro Minute madit 
und N = 2 5_^^ leisten soll, oder soviel Betriebskraft erfordert, braucht 
das Trägheitsmoment abg.: 

^ 13 500 N 2-13 500 ,, . ^, , 

J = i = -rx-* = 11 m Metermass, 

n' 50. 

also bei 1 = 2" Länge 



Trägheitsmomente. 31 1 

Das Gewicht 

abgesehen von allen Widerständen. 



IV. Trägheitsmoment eines Dreiecks, 

Es soll das Trägheitsmoment eines ^fi- 273. 

Dreiecks, dessen Basis b und Höhe h^ ^ — y^J\T. ."..^, "| 

gesucht werden, wenn sich das Drei- ! /^—tj^K ; A' 

eck um die Basisachse XX dreht. l /_ \ j ; 

Teilt man wieder die Höhe h in >, — j -•- w -yr- \ ', 

n gleich hohe Teile, deren Breiten ^^ ..x.....' . ..I 

bibgbg . . . sein mögen, so sind die 
Flächenelemente 

Die Abstände dieser von XX sind wieder 

— ^ _AA _AA 

""^ "T^' '^~2'n''^~2n'"* 

Die verschiedenen Breiten lassen sich abhängig von b durch folgende 

Pnqportionen darstellen: 

bj : h — Xi = b : h 

b, : h — x, = b : h 

bj : h — X3 = b : h 

• 

Setzt man in diese x^ x, Xj .... ein und entwickelt die Breiten, so 
gelangt man zu 

b,=4(h-x,) = ^(h-^)=^(2n-l), 

b.=A(2„_6),b, = -^(2n-7) 

Die Su^une der Flächenelemente und die Quadrate ihrer Entfer- 
nungen von der Drehungsachse im Sinne der Gl. 110 geordnet, ist 
hiemach 

A.AV 
2 n/ 



'=-'[^(^°-')(-|r)'+l<^"-')(- 



+^en-6)(i-A)' + ....], 
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J = -|^ [(2n - 1) + (2n - 3) 3' + (2n - 5) 5« + . . . .], 

die Klammem auigelöst und geordnet 

J=-i^[2a(l>+3' + 6'+7' + ...)-(l+3' + 6' + — )]. 

Setzt man die schon mehriach erwähnten Reihensummen ein, so er* 
hält man 

das Resultat wird um so genauer je grösser n, wenn n = QOi dann wird 
Bchliesslicb 

j ■ hf 

■■- 12 ■ 

y. Trägheitsmoment eines Kreises. 

a) Das polare TrägbeitsmomeDt. Fig. 274. 
Flg. tu. Wir teilen den Kreis m n konzentrische gleich 

breite Kreisringe; ist r der Kreishalbmesser, so ist die 

Breite eines jeden Ringes — , die Abstände von der 

Achse XflXo sind 

_r _3r _öi" 

Pi- 2n ' P«~ 2 n' ^»"TV" 
Die Flächen der Ringe ergeben sich aas deren 
mittleren Längen 2 p, tc, 2 p, ic, 2 p, t: .... und den Breiten, 

^ = 2p.x- = -^, 

- „ r 3irr* 

^=2p..- = ^^ji-, 

, 5 7cr' _ 7 Tcr' 

I, ^, , 1^ ^, 

Das Trä^eitsmoment ist nach Gl. 110 

j,=2fp- = f.p; + f,p! + . . . = ^{-f)'{^)' 

+ ''(T)'(^)'+-(i)'(4f)'+- 




Jp = 2 Jx, woraus J^ = -^ Jp =i -^-j- = 
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Führt man die Reihe 1 +3« + 6»+ 7»+ . . . = n«(2n«— 1) ein; 
80 ergiebt sich 

Jp = -j^r*l2 j-J und wenn n = 00, 

Tcr* d 

Jp = -^ oder r = -^ gesetzt, wenn d der Durchmesser, 

b) Das äquatoriale Trägheitsmoment 

Beachtet man, dass nach GL 114 Jp = J^-j-Jy und die beiden 
äquatorialen Trägheitsmomente im Kreis, ebenso wie beim Quadrat gleich 
sind, dann folgt 

1 , icd* Tcr* 

Will man das äquatoriale Trägheitsmoment 
durch Zerlegung des Kreises in Flächenstreifen 

entwickeln, dann seien, Fig. 276, XX die Achse, 

r 

— die Höhe eines Streifens, b^b^bs ... die 

yerschiedenen Breiten, 

r 3_r_ 6r ,. 

Xi — "2^, X,— y— , X3— y— die 

Entfernungen der Flächenelemente von der Achse. 

Die einzelnen Breiten ergeben sich aus rechtwinkeligen Dreiecken, 
Ton denen wir das der Breite h^ eingezeichnet haben; die diesen Breiten 
bezüglichen Beziehungen sind 

a)'+'! = ''.(^)'+^! = '-.(^)"+^! = 

Diese Gleichungen liefern x^x, . . . eingesetzt, 

b, = 2 Y^^'^= 2 (/r« - (^) = -^ Y^^^=^. 

b, =— y4n' — 3', b, = — >^4n» — 6'... 
" n ^ n ^ 

Für das Trägheitsmoment des Halbkreises erhält man jetzt 

r r r 
J = — biX| -| b,xH b8xj+ oder 

j = JL X /4?^:T (^Y+ -^ -1- /JF^ITä-. (Iiy^. . . . oder 
n n \ 2n / n n \2n/ 




r' 
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Tir&gheitsmomente. 



(a) J = -^ (/4n^_l + y /4n" — 3^ + 6' Vin' — 6« + . . .). 
Das des ganzen Kreises ist doppelt so gross 

(b) J = -^ (/4n"— 1 + 3' T^4n' — 3" + 6« Vin' — b' +...). 



7C 



Setzt man dieses dem oben gefundenen -^ r* gleich, so müsste sein 
7C = -^(y4n'— 1 + 3» Vin' — 3" -f 6* /4n« — 5' 

+ V y4n' — 7' +...) = 3,1 416 926 .. . 

Thatsächlich erhält man auch, je mehr Glieder man in Rechnung 
zieht, das Kreisumfangsverhältnis 7c; setzt man n = 10, so wird für zehn 
Glieder 

7c = ^Q QQQ (19,98 + 177,96 + 484,12 + 918,02 + 1446,71 

+ 2021,10 4- 2568,68 + 2976,48 + 3044,82 + 2264,44)= 3,182. 
Je mehr Gheder man in den Gleichungen a imd b berücksichtigt 
um so näher wird das äquatoriale Trägheitsmoment eines Halbkreises 



j Tcr* 



7Cd^ 
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das des Vollkreises wie oben 



J- — d* — -^ 
•^ - 64 "* - 4 • 

TL Trägheitsmoment eines Cylinders, welcher sich um die 

Längsschwerpunktsachse dreht, Polarachse. 



Fig. r6. 

1 ^ 




-r 



Es sei r = -^ der Halbmesser, 1 die 

Länge des CyUnders, X^X^, Fig. 276, 
die Achse. 

Wir teilen den Cylinder ein in kon- 
zentrische Röhrenelemente, deren Abstände 
von XqXo wie in Fig. 274 

_ r _ 3r _ 6r 

Pi— 2n ' P«~"2T' P»"""2^'**' 

deren Stärken — und Längen 1; der CyUnder wiege y Klg. pro Kbm. 
Die einzelnen Körperelemente sind als Volumina betrachtet 



•I - 
I 

I 




Ti=2piic-^l, V, = 2 p, IC -J- 1, v,";=2pjic — 

n n 



n 



TrSgliei tsm omente. 



; Radieu eingefiüu-t 



sich drehenden Massen elenitiite sind folglich 



Uich das Träglieitsmomeot 

J = Sm?' = ^ 4 '^l (^)'+ — 3 — '^l (3 ^y 
g n' V2u/ g u' \ 2n/ 

g q' V 2n/ ' 

■ach entsprechender Zusammenziehung tindet man 

g 4n* ' ' ^ g 2 
_Y_,_TC_ j _LiJLi* Vy _r^ ^^^ tj r' 

G d^ r" 



J = 



i V das Volumen des Cylindera und G das Gewiclit, oder m die 
i iat 

Tu. Trägheitsmoment einer unter einem Winkel sich drehen- 
den Stange von prismatischer Form. 

Setzen wir in die Formeln für das ^'** '"■ 

igheitemoment einer normal um eine 

;e sich drehenden Stange, Beisp. 3, S. 309, 

Q a, dann erhalten wir das Träg- 

cätsmoment einer miter einem Winkel sich 

lenden Stange. 



J = 



L L" sin" ( 



1 G „ . , 

= "5 L sin ( 

3 g 




Die Lestungsfähigkeit wird um so ge- 
Inger, je kleiner <«■ 

Vm. Trägheitsmoment eines um seine Schwer- 
ftanktsachse sich drehenden prismatischen Kör- 
lers, dessen Länge 1 und Querschnitt f, Fig. 278. Stellen 
pir einen Vergleich dieser Drehung mit der in Fig. 272 
stehen oß'eubar beide zu einander in demselben 
VerhSltnis, wie die Rcchtsecksdrehunp der Figur 269 
and 270. 
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Setzeil wir in den Summatiousausdnick des Beisp. 3 fUr - 

- G und beziehen die Drehung auf beide StangeDhälften, 



\ 



- «_ rri^iv ('i-Ly+ (A_Ly+ . . i. 

2ng L^2 2n-'^'^2 2n/^V 2 2d/^ J' 



und für G, - 
80 wird 

J = 2 
hieraus findet man gleichlautend mit Fig. 26i 

•' = 12T' 12'»'* = T2T' 
wenn der Körper f Klg. pro Kuhikmeter wiegt, oder G das Geweht unlfl 
m die Ma^ 

Lassen wir z. B. die in Fig. 272 bemerkte Stange wenn G ^ 122 Klg. J 
Gewicht, I ^ 2" Länge, 110"" Durchmesser um iiire äquatoriale Schwei^l 
punktaachse sich drehen, dann ist ihr Trägheitsmoment 



-n». 



1 



= 4,1; 



12 g 12 9,81 

die Leistungsfähigkeit ist nur den vierten Teil so gross, als die bei i 
Drehimg um die in Figui- 272 gezeichnete Achse, wir fenden dort J = 17ij 

Lassen wir diese Stange (Cylinder) um eine Polarachse sich drehi 
Fig. 276, dann wird in Metermass 



'^ g 2 - g 8 



Sl 



- 0,1» 



= 0,02 abg. 



Hier kommt nicht die achsiale, sondern die radiale Ausdehnung ii|| 
Betracht und diese bt im Verhältnis klein zur Länge des Cylinders. - 
IX. Eine eiserne Scheibe, scheibenförmiger t'jlinder von d^S" Dui 

messer und b= 0,1" Stärke hat ein Volumen von V = -f-d''b = - 

4 

2». 0,1 = 0,314 Kubikm., und wiegt G = 1000- oV= 1000- 7^ ■ 03l|| 

= 2360 Klg. 

Rotiert diese Masse um ihi-e polare Schweipuntsaclise, dann ist 

Trägheitsmoment S. 315 

Bei n = 50 Umdrehungen in der Miaute kann sie, abgeseh«n 1 
Kebenhindemissen, leisten oder fordert zum Betrieb, nach Gl. 116 bezv. llB 
J-n* 118-5Ö» 



136000 135000 
Verwandeh man obiges Volumen V 



= 2,2,^. 

0,314 Kubikm. in 



lUgheitimom ente. 



1^2° Länge, so wird dessen Durclimesaer ^ aus 



3,14 



= 0,4S-. 



N=- 



2'— 79, 



= 1,5. 



Dreht sich dieser luu seine äquatoriale SchwerpuiiktÄaclise, daim 
1 das Trägheitemoment uach S. 316, Fig. 278 

12 g 12 9-81 

die Arbeit in ^^^ abg., 

Jn' _ 79-5 0' 

1136000 136000 ' 
f Lä£8t man diesen Cybuder um seine Folürat'lise ^ 
■Bit n = 60 Umdrehungen in der Minute, so ist, 
I G ;;■_ 2360 0,45' 

~^ g 8 ■" 9-81 
[ v_ 5,9 .50> 

in l 



I diehen, wieder 



- = 6,9 und 



= 0,11 , 



1 Fall leicht von einem Menscheu 



135 000 ■ 
Ein solcher Cylinder kann im letzt(!ri 
•^in Umdrehung gebalten werden.*) — — 

Statt, wie oben, die ganze sich drehende Masse de» Körpers in ihre 
Elemente zu zerlegen und die lebendige Kiatl jedes einzelnen Momentes 
zu einer Summe zu \-ereinigen, köimen wir uns auch die ganze Maaae 
des Körpera Sm in Ul. 110, die Trägheitsmasse, welche man mit 
einem Buchstaben hezeiclmen kann, 

einem Punkt vereinigt denken, die Entfernung dieser idealen Masse 
t der Drehungsachse ergiebt sich aus Gl. 110 
= (Sni)p'^(i,p*, sie ist 

P = V~- ("8) 

Man nennt p in diesem Fall den Trägheitshalbmcsser.**) 
*) Betrachtet man ein tanzende« Paar als Voll cylinder von (.1,5" Durobmesser 
ö= 2.70= 140 Klg. Gewicht, dann igt das TrSgheitsmoment bei einer Dm- 
2 . 70 Ö,&' 



AnngJ = - 

slOOmal, so ist die Arbeitait 



- 3? 0,15. Dreht eich das Paar i 



: Minate 



„ J.n' 0,45.10000 1 ^^^ 

>tnng N - -^-^ = — j-35yöo " = 30 ^^- 
Drehen des Menschen um eine VerÜkalaobBe ist. abgeBehan tod der FuEaboden- 
ing, leichter als da» Gehen. 130 tanzende Paare würden hiemach bei jeder 
ihnng die Arbeit leisten, die ein kleiner Mahlgang erfordert. 
'i S. Bemerkung w. o. 
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X. Die Flächenmasse eines Kreises, um diesen Ausdruck zu gebrauchen 

— — ==r^TC, dessen äquatoriales Trägheitsmoment J = -^ d* in einem 

Punkt vereinigt, leistet dasselbe, wie der sich um xx drehende Kreis, 
Fig. 279, wenn sie in der Entfernung des Trägheüshalbmessers 



Fig. 279. 




=)/?= 




64 1 , 

= -1-0, 



Tt 1/ icd* 4 

für die Drehung verwertet wird. 

Der Tnigheitshalbmesser eines Becht- 
ecks ist 



=Yi^^>o; 



p= V 12_ = 0,29 h, 
bh 
wenn sich das Rechteck um seine Äquatorialschwerpunktsachse dreht 

Der Trägheitshalbmesser eines Kreises, der sich um seine Polarachse 
dreht, ist 

p= 1/ i? = 0,35d. 



FP 



Der Trägheitshalbmesser ist hier grösser als bei der äquatorialen 
Kreisdrehung. 

Wir fanden als Trägheitsmoment eines sich um die Basisachse drehen- 
den Dreiecks J = -j^ bh*, der diesem Dreieck entsprechende Trägheits- 
halbmesser ist 



9 = 




= h)/^ = 0,4h. 



Obgleich bei gleichen Hauptdimensionen b und h das Dreieck halb 
so gross wie das Rechteck, so muss aber doch, wenn das Dreieck um 
die Basis und das Rechteck um die Schwerpunktsachse sich dreht, die 
Dreiecksfläche in einer verhältnismässig geringeren Entfernung von der 
Drehachse konzenüiert werden, als die doppelte Rechtecksmasse. 

Der Trägheitshalbmesser der obigen eisernen Scheibe von d = 2" 
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messer und b = 0,l" Breite ist auch vie lieim Ki-eia 

Wu' erhalten diesellw Leistungslähigkeit, wenn wif das Scheibenge- 
Jit G = 2360 Klg. auf einen Punltt in der Entferaung 

p =- 0,35 ■ 2 = 0,7- 
i der Di-ehungeacbse konzentriereu wüi'dcii. 

Drehen sich, Fig. 280, mehrere Massen an einer gewichtslos ge- 
ihten Stange befestigt uni den Drehpunkt 0, so tritt Gleichgewicht 

Fig. ISO, 



wenn die Arbeitsleistungen, also die lei>endigeu Kräfte nach dem 
fomentengesetz sich ausgleichen, weun 

HP* = m, p'; + nij p5 -}- uij pä -)- . . .^Smp*^ J, 
voraus, weil eben die rechte Seite der Gleichung das Trägheitsmoment 
rstellt, wieder folgt 



'. kaoD hierbei nur die Summe der Massen sein. 

Dreht das obige Gewiclit G = 2360 an 0,7" Halbmesser der Scheibe 
1 derselben Achse entgegen, so tritt Gleichgewicht ein, findet keine 
ibung statt. 

Vergleicht man, Figm- 281, zwei sich fib. äai 

ihende Massen in ihren Leistungen mitein- « p ^ 

so tiitt Gleichgewiclit ein, wenn \ ff 7" 

M. p; = M,pä. ^^' "^ 

sich di-eliende Massen, wenn sie eine gemeinschafthche Drehungs- 
haben, verhalten sich umgekehrt wie die Quadrate ihrer EnU 
nuugen vou der Achse 

M,:M, = p?:p! (119) 

Da nun die Halbmesser den Umfangsgeschwindigkeiten proportional 
l^d, bei gleichmässiger Drehung, so folgt auch 

M. :Mi = \^i;v; (I19a) 
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bezw. wenn Gj und G, die Gewichte sind, 

(119b) G,/g:G,/g=V|:T;. 

Soll die obige Masse voa 2360 Klg. Gewicht statt in 0,7* 
femimg in 1°" Kntfeniimg wirken, dann ist ihre Leistungsfähigkeit i 
lieh grösser; um das Gleiche zu leisten kann sie als drehende ' 
kleiner sein, natürlich nur 

M, = ^ = iM?I^ = U66 Klg. Let,^. - 

Wir wollen nun noch zu erörtern verauchen, wie sich ; 
heitsmomente desselben Körpers oder derselben Fläche zu der ] 
niasse, oder zur Fläche verhalten, wtmn die Trägheitsmomente sich i 
verschiedene parallel zu einander gelagerten Achsen beziehen. 

Offenbar wird das Trägheitsmoment, wie übrigens schon angedeutet^ 
also auch die Leistung eines sich drehenden Körpers grösser, je weiter 
hinweg die Massen von der Drehungsachse lagern; ist uns nun das Trüg- 
heitsmoment auf eine behebige Achse bekannt J, dann ist das airf &ae 
dem Schwerpunkt des Köqiers näliex liegende Achse bezogen, Jj, kleiner, 
umgekehrt wiid Jj grösser, wenn die parallel gelagerte Drehungsachse 
entfernter angebracht wird. 
Allgemein ist tiiernach 

.1, = J ± S, 

worin S jedenfalls von der I 
nung der beiden Acliseo ahh&i 
muss. 

Die Masse M in der t 
den Figur dreht sich 
Schnerpunktsachse A; m^ d1| . 
sind die einzelnen Flemente, wfil 
in den Entfeniungen f i p| ft * 
von A sich bewegen, sie entwi 
das Trägheitsmoment 

(a) . . . J = m, pj+in,f; + ni,fä+ ■ ■ ■ =2me'. 
Dreht sich die Masse M um die Achse B, so ist dann das Tti^ 

motnent, wenn r, r, rj . . . die Entfernungen der einzelnen Massen y 

(b) . . . J, = m,i1 + mirä + m,i^ + .. .=2imr'. 
Verbindet man die beiden Achsen, deren Kntfemiing e c 

und ersetzt jede der H]/pothenu6en Pi ff . ■ ■ durch ihre beiden Kst 
(Koordinaten) x, y,, x, y,, x, y, . . .', dann kann man folgende h 
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iBchea r, p, x urwi y aufetellen ; 
r; = (e + x,)' + jt = 

ri = (e + X.)' + yä = 

in diesen Gleichungen 



e' + x? + 2 es, -f j3 



Esetzt, erbiüt man 

r; = e' + fi + 2ex, 

r^-e^' + p: + 2ex.. 

Das Trägheitsmoment Ji läaat sich jetzt schreiben {Gl. b), wenn 
^meia r' ^= e* 4" P* "f" 2 ex setzt 

J, = Sme' + Smp* + Sm 2 ex, oder, 
t nach GL a 2mp* = J, 

J, =J + 2me» + Sm2ex (c) 

e ist konstant und Sni ist die ganze Masse M, weiche sich drelit, 
mer stellt £m 2 ex die algebraische Summe der sämtlichen Produkte 
' Massenelemente mit den Abschnitten x von A als Schwerpunkt dar, 
Sm 2 ex = 2 e (m, x, + m, x, -j- m^ x, -|- m^ x^ '^). 
Diese Summe ist aber Null, da die einzelnen Produkte paarweise 
dite und links vom Schwerpunkt sich gleich sein müssen, 

mj Xg = — m, Xj — , sonach folgt 

J, =J + Me» (d) 

Das Trägheitsmoment wird von J nach J, verlegt grösser um 
= Me', umgekehrt würde, wenn die neue Achse sich dem Schwerpunkt 
d«r Masse nähert, Jj kleiner werden müssen, wie leicht einzusehen ist; 
allgemein ist also 

J, =J±MeS (120) 

I M die eich drehende Masse, e die Entfernung der beiden parallel 
t^ ednander Uegejiden Achsen. 

Man nennt solche Trägheitsmomente Reduktions- oder reducierte 
'ägheilsmumente. 

Wir haben, Fig. 283, ein System verschiedener Massen (Flaclieo) 
LH« M, . . ., deren Schwerpunkte S, S, S, . . . sein mijgen, und die den 
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Fig. 283. 




gemeinschaMchen Schwerpunkt S haben, vor uns. Legen wir durch 
sämtliche Schwerpunkte parallele Achsen und bezeichnen mit % e, 63 . . . 

die Entfernungen der einzelnen 
Massenachsen von der Haupt- 
schwerpunktsachse xx, mit J.JbJ«*- 
die Trägheitsmomente der einzel- 
nen Massen M» M|» M« • . ., dann 
lässt sich jede einzelne, wenn sie 
statt um ihre Schwerpunktsachse 
r-4^ um die Hauptschwerpunktsachse 
/;«7*c4^« sich drehen soll, reduderen nach 
^ den bezw. Formehi 

J. + M^ ej, Jb + Mb e', J« + M, e| . . . 

Die Reduktion der sämtUchen Massen auf xx als Drehungsachse ist 
sonach 

(121) . J,=J. + M.e? + Jb + Mbe5 + M.eJ + J.+ ... 
oder 

(121a) Ji=SJ + 2Me«. 

Würden die Schwerpunkte der sämtlichen Massen in die Haupt- 
schwerpunktsachse fallen, dann wären e^ = e, = e, = . . . = 0, sonach 

(122) .... Ji=J. + Jb + Jc+... = 2J; 

der Körper oder die Fläche ist dann offenbar symmetriscL 

Reducierte Trägheitsmomente. 

XI. Anwendung auf das Rechteck und parallelpipetische 
Körper. 

Das äquatoriale Trägheitsmoment eines Recht- 
eckes bezogen auf die Schwerpunktsachse ist, Fig. 284, 

J = 1/12 bh». 
Will man eine Reduktion auf die Basisachse vor- 
nehmen, dann hat man in Gl. 120 M = bh, e = -5- 




- 1, 



zu setzen und erhält 

j,=j+bh-y— i. 



w + ^=l.w 



wie uns schon aus Beispiel 1, S. 307 bekannt 

Das Trägheitsmoment einer prismatischen Stange, Fig. 272, ist au 
die Achse XX bezogen J = J ml*; reduciert auf die Schwerpunktsdreh- 



i 
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! folgt (wie S. 31Ö, Fig. 278) 
I J,=J — me' = 4-n 



i^r- 



Fällt die Achse X, X, ausserhalb der Figur wie in 
Fig. 284 a angedeutet, dann ist 



Hsoii 



= J + bhe' 



^bh«4-bhe' 



id wenn e = ah folgt, a. eine beliebige Zahl, t/ •• 



'.=iV 



bh' 



= bh (ah)' = bh' 



(tV+4 



! I 1 

1 



Das Trägheitsmoment eines Rechteckes auf die Scbwerpuuktsaphse 
bezogen als äquatoriales Ti-ägbeitamoment, wenn b = 20, h = 30"" ist 

J"" = --^20-30» = 46 0OO; liegt aber die Achse X, X, , 6 = 90*" von 

XX entfernt, so dass also tn = 3, dann wird Jj 109mal so gross, 

Jf- = 20 ■ 30» (^ -f 3») = 109 ■ 45 000 = 4 905 000. 

Die Masse bh ^ 30 ■ 20 auf einen PuiUrt reduciert müsste am Träg- 

^ l/~J~_ 1/4 905 000 



gdtshalbmesser p =- ^ -^- , -^^-^ 

im letzteren Fall dasselbe zu leisten. 
XII. Trägheitsmoment eines Dreii 
[tbwerpuoktsachse. 

Wir fanden, Fig. 273, das Trag- _ 

moment J auf die Basisacbse 



^ nun in GL 120 

H = 4-bh, e = 



),4"°' angebracht werden, 

ks bezogen auf die 




h 

3- '' 

Schwerpunktsentfemung von der Basis, so folgt in Beziehung zur 
X.X,, 



J,=J_Me" 



1 



^(1)' 



bh». 



Trägheitsmomente symmetrischer Flächen, 
XIIL Kreisring. 
Das äquatoriale Trägheitsmoment auf die Schwerpunktsacbse bezogen 
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Fig. 286. 




ist für den Vollkreis, Fig. 286, 

T — — D* 
für den inneren Kreis 



Jh = 



7C 



64 



Df, 



somit für den Bing nach 61. 122 



IC 



J, = J. - J, = -Jl. (Dl — Df). 



Das polare Trägheitsmoment 

JJ = -^ (Dl - DO. 

XIY. Rechtecks- und quadratische Zusammensetzungen. 
Hier ist bezogen auf die Schwerpunktsachse, Gl. 122, Fig. 287 

Ol = J» — Jb 

J. in beiden Fällen -7^ l>i tj und 

Jb = -jg- b, hj, folglich 
3i = -^(})ihl — h,hf). 



Fig. 287 



Flg. 288. 



A 
I 

I 




*--f. 



*- e.-- 



I 



^V 



I 



\k 



I 

JL 



-f •* ' 



Das Trägheitsmoment der beistehenden Doppel -T-Form läset sich 
als Differenzquerschnitt b^ h| — (b| — b^) h, oder Summenquerschnitt 
bg hg -j-bj (hj — hg) auffassen, sonach ist das Trägheitsmoment bezogen 
auf die Schwerpunktsachse XX 

J = -j^ [b, h? - (b. -b.) «] = ^ [b, hJ + b. (W - hJ)]. 



Das Trägheitamoment des doppelt XI-Eiseus 
ezogen auf X X ist Fig. ! 




Der liegende Tioniiige Quereclmitt*) um die Scliweipunktachse XX 
ihend. lässt sich mit dem kreuzftinnigen zusammenfassen, Fig. 290, 

Mit der Bezeichnung. Fig. 290a, ist auch 

} = ~ihy>' + hv-h']. 

Hier rauaste das Träglieitsnioment des inneren Quadrates, da es zu 
iel gerechnet wurde, wieder in Ahzug gehrucht werden. 

Man findet auch das Trägheitsmoment des Querschnitts, Fig. 291, für 
) Schwerpunktsacbse leicht; es ist 




*) Wir weiden in der Anwendung der Mechanik aof Festig keitalehre nochuaia 
»of die Trfigheitjmoinenfe zurUchbommeii, und benötigen dort eine Reihe solcher für 
tMtondereQaerechnittiformen, die wir nn diuer Stelle bereits EuaamoieQfasBeii wollen. 
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Das Trägheitsmoment der Trägerquerschnitte, Fig. 292, ist auf die 
Schweipunktsachse bezogen, 

J = ^[bih?-(bi-b2)hJ — b,hS]. 

Man findet das Trägheitsmoment des zusammengesetzten Querschnitts^ 
Fig. 293, bezogen auf die XX-Achse durch successive Subtraktion der 
Bechtecksträgheitsmomente, nämUch 

J = ^[b,hJ-(b,-b,)h;-(b,-b,)h|-(b.-bOhJ]. 



Fig. 298. 



?* . 



Fig. 294. 



Fig. 295. 






Das Trägheitsmoment der Fläche, Fig. 294, für die Schwerpunkts- 
achse XX ist, wie leicht zu übersehen 

J = -^[bth?-(b,-bOh| + b,h;]. 

Das Trägheitsmoment des obigen sternförmigen Querschnittes setzt 
sich, abgesehen von den kleinen Segmenten mn in der folgenden Weise 
zusammen; es ist 



•^ = Ä[^ + '''^^-**) + ^^^'-H- 




Lässt man das Quadrat, Fig. 296, um seine 
Diagonalachse XX drehen, dann setzt sich das TiSg* 
heitsmoment aus den Trägheitsmomenten der beiden 
Dreiecke zusammen, so dass 



J = Q^ 2 h, hj) 2 = y h{ oder, weü 



\ = 



VT 



, findet man 



Trägheitsmomente. 
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Das Trägheitsmoment der bei- 
stehenden Fig. 297 ist 

J = -i^(t}-h5). 

Bemerkung. Soll, Fig. 298, 
das Trägheitsmoment eines Recht- 
eckes auf eine Diagonale als Achse 
bezogen werden, so erhält man 





J. = 2. 



1 



12 



mn 



3. 



es ist aber m = Vh^ + h* und verhält sich n : b = h : m, woraus 

bh bh 



n = 



» yb« + h« ' 
somit ist eingesetzt 

^ b»h« ,,^ b^h« 

j, = 1/6 /b^ + h« y=— = = 1/6 p::ppr- 

Wenn b = h, erhält man wieder wie oben J = — h*. 



Trägheitsmomente von teilweise unsymmetrisch zur Drehachse 

liegenden Flächen. 



Jig. »9. 



XV. Trägheitsmoment eines Halbkreises, Fig. 299. 
Es soll das äquatoriale Trägheitsmoment eines 
Halbkreises 

, lr*7c 1 ^^4 

nach der Schwerpunktsachse Xj X^ des Halb- 
kreises verlegt werden. 

Der Schwerpunktsabstand s ist Beisp. 16, S. 97 

J,=J-i-r«.(4/3-L)=^4^-lr».(4/3^)\der 




d^^j l 



'^-''{i-^)=^'''^'=^' 



007 d*. 
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XYL Flächenträgheitsmoment des Tförinigen Querschnitts. 

Wir werden später erkennen, dass wir das Trägheitsmoment des in 

Fig. 300 — 300c gezeichneten Querschnitts, bezogen auf seine Schwer- 



Fig. 800. 



Flg. SOOa. 





Fig. 300 b. 




V, 



Fig. 300 c. 

7? 




2J 



*- i.- -. — ♦ 



punktsachse x^ x^ benötigen. Die Lage des Schwerpunktes S finden wir 
nach den S. 82 aufgestellten Gleichungen, sind f^ und 4 ^^ beiden 
Flächen, so ist in Bezug auf die Drehungsachse mn (Fig. 300) wenn 
man mit s = e die Schwerpunktsentfemung bezeichnet, 

(a) . . . . (f»+^)e = f»-^ + f,(^ + h.). 

Die Flächen f^ und 4 sind 

(b) fj = bi hl und ^ = b, h,, 

so dass der Schwerpunktsabstand von mn 

A-b,h; + b,h,(-^ + h,) 
^^^ ^^ bThT+bTE; 

Sind X. X« und Xb Xb die Schwerpunktsachsen der Flächen f^ 4 selbst 
und Cj Cg deren Entfernungen von X^ X^, so ist nach 61. 121 in Bezog 
auf Fig. 300 und 300 a 

Ji = J. + fi e? + Jb + fj ej oder weil 

J. = ^ bj hj und Jb = — ba hj, so folgt 

(d) . . . Ji = ^(b,hJ + b,hO + b,h,e? + b,h,e;. 

Berechnet man sich erst, Fig. 300 b, das Trägheitsmoment auf die 



_ 1 bth! + b2h,(h, + 2h| 
~ 2 bi h, + ba h. 



rebaclise mii liezw. XX, es sei J, di 
punktsaclise X, X, nach Gl. 1 20 

.1, = J — (f, + f,) e'. 
-Da Timi 
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findet sich das auf die Scliwer- 



J ^ — b, (h, + h,)' + — (b, ~ h,) h'„ so folgt auch 
J, = - [b. (h, + h,y + (b. — b.) b;] - (b. b, + b, h,) e' . (e) 



I 

^P^ Endlich erhält man dasselbe Resultat, wenn man Fig. 300c das 
Tiägheitsnioraeiit J^ der Fläche f,, =^ b^ bj oberhalb der Schwerpunkts- 
achse X, Xj und das Trägheitsmoment Ju der untern Fläche 

f)=b, (e — h,) + l), h, =b, e — (e — h,)(b, — b,) addiert. 

Man erhält 

J = J„+J, = i-14b,+ i-[b,e"-(b,-b,)(e-10"l . (0 

Von diesen scheint die Reduktion nach Gl. 120 bezw. Gl. e die ge- 
lten Zahle nrechnungen zu befem; auf Gl, (f) werden vrir in den An- 
mdtmgen später noch besonders zurückkommen. 

In Fig. 301 ist ein Querschnitt in be- 
nmten Zahlen, Dimensionen, in Centi- 
, es soll das Trägheits- 
auf die Schwerpunlrts- 
! berechnet werden. 
Die Schwerpunktsentfemung ist nach 

.w 

1 18-3' + 210(1 + 
'2 18 -3 + 10 -2 




l3_. 



■- 3,26. 



Das frltgliclie Trägheitsmoment ist nach den drei Gl. t 



vj,-=± 



(18. 3" + 2 ■ 10') + 18 . 3 -1,76' + 210. 4,74" = 823 



Ijf = y [2 ■ (10 + 3)' + (18 — 2) . 3'1 — (20 + 54) . 3,2( 



■= ' [2- 9,74'+ 18 ■3,26' — (18 — 2) (3,2 



-3)>] = 823. 



Das Trägheitsmoment in Bezug auf die Schwerpuckteacbse des tim- 
lienden Querechnittea , Fig. 302, ist nach Gl. (c) und (e), wenn die 
^weipuuktsentfemung 

1 10 ■ 2' + 2 ■ 20 (20 + 2 . 2) 
""2 2- 20 + 2.10 



- = 8,33. 
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1 



j;^= — [2 (20 + 2)» + (10 — 2) 2»] — (2 . 10 + 2 . 20) 8,33' = 2957. 



Flg. S02. 



Flg. 303. 








XVII« Trägheitsmoment des Uförmigen 
Querschnitts, Fig. 303. 

Der Schwerpimkt des beistehenden Uför- 
migen Querschnitts hat den Abstand e von der 
Achse XX, er findet sich, wenn 4 = ^s ^^ beiden 
oberen, f^ die untere Fläche aus der Gleichung, 

(f,+2f,)e = f,-^ + 2^(^ + h.), 

setzt man f^ = b^ h^, fj = b2 h, ein, so erhält man 
.. _ 1 b>h? + 2h,bah» + 2h0 

^^^ ^~ 2 bih, + 2b,h, 

Sind J« = Jb die Trägheitsmomente der Flächen ^ und f,, bezogen 
auf ihre Schwerpunktsachsen XbXb, deren Abstände e2=e3 von der 
Schwerpunktsachse X^ Xj der ganzen Figur sind, ist J. das Trägheits- 
moment der Fläche f^ deren Abstand e^ der beiden Achsen X. X. und 
Xi Xi, so ist bezogen auf die Schwerpunktsachse X^ X^ 

J, = J. + f,e? + 2Jb + 2f,eJ = J, + 2Jb + f,e? + f,eJ; 
es ist J^ = — bi h?, J», = — bj hj, somit folgt 



(b) 



Ji = ^b.h; + |-b,hJ + b.h,eJ + 2h.b.eJ. 



Bezieht man das Trägheitsmoment des ganzen Querschnitts 

zunächst auf die untere Achse XX, und nennt dies J, reduciert die Ge- 
samtfläche, so wird nach 61. 120 das Trägheitsmoment auf Xj X^ bezogen 

J, = J_Fe» = J — (f, +24)e» oder da ' 

J = 4- [0>i — 2 bO hj + 2 b, (h, + h,)'], findet sich 

(c) J, = 4" [(b. — 2 b,) h? + 2 b, (h, + h,)'] — (k. h, +2 h.b.) e« 




TiBgbütsmoiD ente. 

Li der beisteheadeii Figur siud die Flächea 
fj =4. 1-2 = 48 G"- 
f, = 3-8 =-2-1 D"". 
Der Schwerpunktsabstaud ist 
_ 1 12-4' + -2-8-3(8 + 2-4) _ .,.„ 
2 I2-4 + 2-3-8 ~^ ■ 

Das Trägheitsmoment auf die Schwei'puukla- 
schse bezogen uach vorstehender Gl. (b) 

J, =^12-4»-f-Vfl3-8»+12-4-3^ + -2-8-3-3*=llS4; 
nach Gl. (a) 
J, = -i[(12 — 2-3)-4'' + 2-3{4 + 8)«] — (l-2-4 + 2-8-3)5'=lt84. 

XVIU. Trägheitsmoment Fig. ata. 

des unsymmetrischen doppelt ' ' ' 

Tförraigen Querschnitts, 

Teilt man die beistehende Fläche, 
Fig. 305, in die Elemente f, fg f^, 
dtTen Flächen fi^bibj, fj^bgli,, 
fj :^ bj hj , deren Schwei-puntts- 
trägheitsmomeut« auf ihre bezgl, 
Achsen X. X., X. X„ X. X. sind 

J. = J- b, h;, J, = 



J. ^ 



' 12 



b,hS, 





1 ** 


1 


1 


*-- 




\ ; 


vmX 






— X.— 


V/W/ 


//// 


'Wä 


-f.« 



so müssen nach Gl. 121 zu diesen letzteren wieder die Produkte f, ej, 
f|fji fi^i gezählt werden, wenn jede Fläche auf die Achse X, Xj des 
Schwerpunktes der ganzen fläche in Bezug auf ihr Trägheitsmoment 
bezogen werden soll, weil die Trägheitsmomente auf die entferntere Aclise 
wachsen. Es resultiert dann 

J, = -^ (bi h; + b, hj + b. h?) -f- b, h, 0? + b, h, e! + b, h, ^ . (a) 

Der Schwerpunktsabstand von XX aus gerechnet als Scliwerpunkts- 
hachse ist aus 

e (f, + f, + f.) = f, -^ + 4 (-^ + li. ) + f. (-^ + b, + I.,) 
Vigii eingesetzt, 

1 b, h! + I., Ii, (1., + 2 h.) + b, h. [li. + 1 (h. + h,)l 
' 2 b, h, + b, b, + b, h, ' '" 
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Berechnet man erst das Trägheitsmoment auf die Basisachse XX 

J= y bi (h. + h + l>s)' - y (N - b») (h. + K)' - y (b, - b,) hi 

und reduciert dann auf die Schwerpunktsachse X^X^, so muss das Produkt 

Fe» = (f, + 4 + f,) e« 
in Abzug kommen, es wird 

J^ = J — Fe*, oder 

Ji =y [bi (h, +h, +h3)»-(b,-b3)(h, +h3)»-(b, -b^)ha 

(c) — (b,h, + b,h, + h,b,)e'. 

Bezeichnet man endlich mit Jo das Trägheitsmoment des oberen 
Teiles von der Höhe h^,, mit J„ das des unteren Teiles unterhalb der 
Schwerpunktsachse, so ist auch auf die Achse X^ X^ bezogen 

Jj = J^ -|- J„ oder 

(d) Ji =y [b3hJ-(b3-b,)(ho-h3)»]+y [b,e»-(b,-b,)(e-hj»]. 

Fig. 306. 



In allen drei Fällen erhält 
man dasselbe Besultat 

Auf mn bezogen ist Fig. 306 
der Schwerpunktsabstand, 

da fi = 20 . 100 = 2000 D- 

4 =50. 10 = 500 D— 

f3 = 16.30 = 480D— 




4- >»L -. 



e = 



100.20.^ + 50.10.(^ + 20)+30. 16 (^ + 50+2o) 



2000 + 500 + 480 



= 27 



"" abg. 



jr 



Das Trägheitsmoment auf X^ X^ bezogen nach (d), da 

ho = 86 — 27 = 59"", 

= -g [30 . 59« — (30 — 10) (59 — 16)»] -fy [100 • 27»— (100 — 10) 
(27 — 20)»] = ^ 4571 230 + 4-1999170 = 2190133. 
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XIX. Trägheitsmoment 
dos eIlipti8cheiiQuer8chiiittH. 

Es dreht sich eine elliptische 
Fläche, Fig. 307, mn ihre Schwer- 
punktsachse XX. Die Halbmesser 
der beiden Kreise, aus denen wir 
uns die Elhpse gezoiclmet denken 
wollen, seien a und b, der Funkt 
m der Ellipse wird bekannthch da- 
durch gefunden, dass man dm 
parallel der horizontalen, cm pa- 
rallel der vertikalen Achse bis zum 
Schnitt m zeichnet. 

Zerlegt man die Ellipse in n horizontale Streifen von gleicher Hohe 

— , so erhalten diese rerschiedene Breiten b, b, b, b, bj ... Sind nun 

b! b) b] . . . die entsprechenden Kr^breiten des äusseren Kreises, wie aus 
der Figur zu ersehen, so muss zwischen den korrespondierenden Kreis- 
und Ellipsenstreifen folgendes Verhältnis gelten: 
Für jeden Streifen gilt 

-^ : -^ = b ; a, so dass 
a 

b, = b!-^,b. = b!i,b, = bsA 

a a a 

Da nun wieder die Entfernungen der Sffeifen von der Drehungsachse 

a 3 a 6a ■ . i- ■ 

I, = 2^, jc, =-2--, i, = 2^ . . ., so wmi te m 

J = fixJ4-fi''» + fi'^+--'^ 2fx' eingesetzt, 

n van/ n * \2n/ ' n ' V2u/ 

J=;^(b.+3'b,+5'b,+7'b. + ...), 

ezw. die Breite eingeführt, 

J = -^rbl-^+ 3'bi-^-4-5'bJ— + ...Y das ist auch 
4n' V a ' a ' a ' / 

J= -|4 (b! + 3' bS + ö' bl-f . . .). 
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Wir haben aber bereits S. 313 bei Entwickelung des äquatorialen 
Trägheitsmomentes des Kreises gefunden 

bl = — /4n^-l, bi = -y4n'— 3», bj = — T^4n«— ö^ . ., 
n n n 

es wird alsdann für beide ElUpsenflächen oberhalb imd unterhalb der 
Achse 

J = 2 4\ — ( /4 n'— 1 + 3' Vi n'— 3^ + b' y4n'— 5' . . .), 
4n' n ^ 

oder, wenn man diese Gleichung auch schreibt 

^ = [i^ 0^4^^^^-+ 3' y4^^=^ + . . .)] Y- 

Der Ausdruck in der eckigen Klammer ist um nichts weiter als das 

äquatoriale Trägheitsmoment des Kreises für den Halbmesser a, nämlich 

a 7c 
8. S. 313 . , das der Ellipse ist sonach 

a^Tü b a irb 

J= — -. = — -. — , das der Halbellipse 

4 a 4 ^ 




XX« Beistehend sei eine Parabel dargestellt; 
es soll das Trägheitsmoment derselben be- 
stimmt werden, vorausgesetzt, dass sie sich 
um die Achse XX dreht 

Nach dem schon mehrfach erwähnten 
!^ Bildungsgesetz der Parabel ist, wenn p eine 
Konstante (Parameter), 

|- = y^oder b=2y^ 

sonach für jeden Flächenstreifen, in welche wir die Parabel uns geteilt 
denken 

bi=2/p(h — xj, b, = 2/p(h — X,"), b,=2yp(h — X,)... 

Die Höhe der n gleichbreiten Streifen ist — , sonach 

_ h _ 3h _ 5h 

""^■^ 2n' '^~ 2n' ""' ~ 2n "• 
Das Trägheitsmoment wird dann 

J = fi Xi -f" fi Xa -f- fj Xg -|- . . . , 
durch Einsetzen der betreffenden Werte 
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J = ^2y"p(h-Xi).x; + A2yp(h-x,)-sJ + ..., oder 



+ (l^)Vx-^...], 



man erhält nach der nötigen Reduktion und mit Rücksicht darauf, dass 

J = , [V"2n— 1+ 3« y2n — 3 + 5»y"2n — 5 + . . .]• 

Je mehr Glieder (Streifen) man annimmt, um so näher erhält man 

J=4- bh». 

Vergleicht man mit diesem die analogen Trägheitsmomente der Ellipse, 
des Rechtecks, des Dreiecks, so übersieht man, dass J 

für das 

Dreieck, Parabel, Ellipse, Rechteck 

^ bh» 4-bt3 ^bh» = 4-bh» abg. 4-bh'- 



12 6 16 5 ^ 3 

XXI. In folgendem sind noch einige Trägheitsmomente zusammen- 
gestellt, die sich zum Teil mit Zuhülfenahme der höheren Mathematik 
ergeben. 

Voll- und Halbkugel: J = '/5r'm, wenn m die Masse und r 
Halbmesser. 

Fig. 309. 




Ring mit rechteckigem Querschnitt 

Ring mit elliptischem Querschnitt 

J = m(r*-f »/^a^. 
Kugelabschnitt, dessen Höhe h, Kugelradius r, um seine Sym- 
metrieachse 

J = V.mh(r-%.h + ^^). 
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Halber Balancier tou parab. Längenprofil, Fig. 310, 
J = -^(8;7.' + b'). 




^-- - 



1 



Eisenbahnschienenquerschnitt. XX Schwerpunktsachso. 

1) Wenn h= 13,08"" J"»=919. 

2) Wean h= 11,80"°" J""= 691,59. 

3) Wenn h = lO.ie"" J"°'= 470,26. 

Bemerkung: Wir werden bei der Anwendung der Mechanik 1 
sonders auf Festigkeitslehre nochmals auf Vorstehendes zuriici 



Andeutungsweise sei hier noch die später näher zu besprechende 
Anwendung der lebendigen lü'aft drehender Körper auf Schwungräder*) 
hier nur kurz erwähnt. 

Alle Mechanismen, welche mit hin- und hergehenden Massen arbeiten, 
bedürfen einer Rcgulieningsmasse, welche im Augenbhck der gröbsten 
Geschwindigkeit so viel Arbeit in sich aufjümmt, das» sie imstiuide ist, 
während die Mstssen ihre Geschwindigkeit ändern, also vom Hin- zun 
Hergang übergehen, in welchem Augenbhck (toter Funkt) die Geecbwindig- 
keit der Massen Null sein muss, — die aufgespeicherte .\rbeit wieder 
abgeben kann, damit in der Bewegung kein Aufenthalt eintritt. 

Die treibende, motorische Kraft verrichtet eine Arbeit A, ihr i 
gegen wirken die zu überwindenden Widerstände a, geleistet wird t 
die Arbeit 

(a) A„ = A — a, 

welche das Schwungrad zu übernehmen hat, um sie wieder abzag) 

Die treibende Kraft kann aber iiu^ Arbeit nicht „konstant" 
wegen der besonderen Konstruktion des Kurbelmechani&mus, der die I 




*) Bei der Lokomotive wentlet man, 
kann, koDzeutrierte SchwongniMBDn an, i 
befestigt werden und also gleichbedenlend 
bilbmeaser sinJ. 



dft man kein Schvongrad uibringea 
eiche an den Armen der Triebttder 
nit einer TrBgheiUraaBie am Tilgböto- 
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md hergehenden Massen in drehende verwandeln soll; die Arbeit des 
Schwungrades stellt sich demnach als DifFerenziirhfit dar; analog der 
Gl. 108 und 111 ist, 

.^„^J^^-J^' (Itl") 

mn J das Trägheitsmoment und w, w^ zwei Winkelgeschwindigkeiten 
i Zeitintei-wall während der Bewegung sind. 
Vorstehende Gleicliung kann man auch s(^eiben 

A. = J ^■+''- (w,-w,). 

— * — ^ — — ist eine mittlere Winkelgeschwindigkeit, die wir mit 

, bezeichnen wollen, so dass 

A^ = J Wo (wj — Wj) (b) 

Nennen wir nun ilaa Verhältnis der Differenz der Winkelgescbwindig- 
Uten w, — w, zu Wß, i, den Gleichförmigkeitsgrad, 

i = - ''^^— (123) 

w, — w, ^ ' 

kann man Gl. (b) schreiben , da w, — Wg = — ?—. 

A.=J^ (c) 

Das Trägheitsmoment enthält das Gewicht, also auch die Dimen- 
sionen, die Winkelgeschwindigkeit Wg kann man in die Umdrehungen 
nach Gl, 113 umsetzen, in A^ := \ — a ist endlich die Kraft, Moment- 
oiler Pferdestärke enthalten, sonach giebt GL (c) den nötigen Aufschluss, 
) derselben folgt 

.1=^ (j) 

Je grösser i, um so schwerer mu-ss das Schwungrad werden ; i wird 
r gross, wenn w, — w, klein, d, h. wenn bei veninderlicher Kraft, 
t Trägheitamassen des Seimungrades infolge ihres grösseren Gewichtes, 
h niclit während ihrer Drehung {ihrer Winkelgeschwindigkeit) beeinflussen 
Ist w, — W| gross, d. h. ist ein grosser Ungleichformigkeits- 
I wird i klein, das Schwimgrad kann leiciit werden. 



Wir gingen bei Besprechung der Grundbegriffe von Kraft und Masse 
^ dem Satze aus, dass wenn auf eine Masse eine Kraft einwirkt, diese 
^- andMiemder Kraftwirkung in eine beschleunigte Bewegung gerat. 
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Winkel- und Umfangsbeschleanigung drehender Massen. 




K 

Die Beschleunigung bei fortschreitender Bewegung fanden wir p = — , 

'*«• ^^^' wenn K die Kraft und m die Masse. 

Bei einer sich drehenden Masse kann 
nun offenbar nur von einer Beschleunigung 
in der Drehung also von einer „Winkelbe- 
schleunigung" die Rede sein, wenn eine 
Kraft K, Fig. 312, an dem Halbmesser r 
die Drehung veranlasst 

Wir wollen versuchen au&ustellen, in 
welchem Verhältnis die Winkelbeschleunigung 
zur Kraft oder vielmehr zum antreibenden 
Moment M = Kr und zur Masse m steht — 
Dreht sich die Masse m deren Grewicht G sein möge mit „gleich- 
förmiger" Winkelgesch^^indigkeit, oder wie wir oben annalimen mit einer 
gewissen Anzahl Umdrehungen in der Minute, so ist sie imstande eine 
gewisse Arbeit zu verrichten, deren Mass uns aus Gl. 112 bekannt Die 
Masse nimmt immer wieder neue Betriebskraft von einem Motor in sich 
auf und übeiwindet während ihrer Drehung die ihrer lebendigen Kraft 
entsprechenden Widerstände, indem sie die Arbeit abgiebt. 

In Fig. 312 soll nun aber das Moment Kr, also die Kraft K die 
Masse m ,,antreiben", in Betrieb setzen, also auch um den Punkt 
divhen, wird die Triebkraft nicht aufgezehrt, die lebendige Kraft nidit 
verwertet, so tritt \de angedeutet eine beschleunigte Bewegung ein. Zer- 
legt man die Masse in ihre Ellemente mj m^ m, . . ., so wird jedes einen 
gi^wissini Weg Sj s, . . . zurücklegen, um sich um dnen gewissen Winkd 
w^ in der Sek. zu drohen. Das Massenteilchen m gelangt nach m^, m* 
nach mi u. s. w. Die Arbeit welche fiLr jedes Massenteilchen verrichtet 
wonlou nmss, ist hierbei ms, das Arlieitsmoment msp. oder da s = pW0, 
mpw^p =m;*w^. Die sämthchen Massenteflchan erfordern sonach das 
Moment 2£mp*w^^, da nun al>er w« für aUe konstant und da das Moment 
Kr alle in Botrieb setzt, so folgt die Moment^ibetriebegleichung 

Kr = Wo 2mp^. 
2£m;^ ist alvr das Trägheitsmoment der ganzen sich drdienden 

Masse, wonach folgt 

M = Kr = w^ J 

und hieraus die jetzt zur BescUeunigiing übergangene Geachwindi^^öt 

ita4) Wo=^=-j-. 
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Winkäl- und Umfangsbenchieunigung drehander Mossea. 

drehende Masse durch die Kraft K am Ami r getrieben 
. in jeder Sekunde um die Winkelbesclileunigung Wß sich achnetler 
m, wenn keine WiderBtiLnde entgegenwirken. 

Ein Punkt am Umfang der di-ehendun Masse wird hierbei in eine 
ingsbeschleunigung übergehen, die sicli berechnen liisst, wenn die 
btfemung, der Halbmesser des Umfaiigspunktes von der Ureiacbse 
bekannt. 

Denken mr uns die Kraft K am Trägheitshalbmesser p angreifend, 



i wäre w^ - 



_Kf 



oder Wo p = — S~, nun ist aber nach Gl. 118, 



und V = 



1 



somit ist Wfl p ^ — . Die Beschleunigung am 

Halbmesser p ist nun nichte weiter als eine Umfangsbeschleunigung 
an einem gewissen Unifangspunkt in der Entferauug des Trägheitsradius, 

w.? = P. (125) 

somit folgt die (Sleicbung 

P. = ^^ (126) 

d. h. es ist die Umfangsbeschleunigung einer sich drehenden Masse der 
Triebkrail am Trägheitshalbmesser tüi-ekt und der Trägheitsmasse 
indirekt proportional; wahrend, wie uns bekannt, die fortschreitende Be- 
schleunigung einer Krafl K direkt und einer Masse indirekt proportional 

ist, p =^ — . Wirken K und p^ an einem anderen Hebelarm, 



natilrlich Reduktionen im Sinne der Gl. 1 19 Torzunehmen, n 



' sind 
a erhält daun 
. . (125 a) 



Beispiele L Die S. 31ß erwähnte eiserne Scheibe von d = 2"° 

Durchmesser, 0,1" Starke und G = 2360 Klg. Gewicht, also 

G 2360 „,„„ 
'° = 7 = -9i8r =240 Masse, 

hat da» TrUglieitsmoment J' = 1181 und leistet bei n ^ fiO Umdrehungen 
in der Minute eine Arbeit von 2,2 l^^. Sie muES hierbei alle Sek. 
regebniissig den Bogen S. 305. Gl. 113 

■z 3-14 _ . -, 

"=3Ö"= -30 ^' = ^'2- 

durchlaufen, oder nach Gl. 112 a jeder Punkt 

«•• = |?2 5,22 = 294-. 
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Zum Abtrieb erfordert sie, wenn sie sieb mit Wo = 5,22 Winkel- 
bescbleunigimg bewegen soll, nacb 61. 124 das Moment 

M = Kr = J . 5,22 = 118 • 5,22 = 616 Klgmeter. 
Ibr Trägbeitsbalbmesser ist GL 118, da die Masse bier \k = 240 =:m 

biemacb die Kraft am Tmgbeitsradius 

und die Umfangsbescbleunigimg nacb Gl. 126 

_ K _ 920 _ ^ Q„ 

p^-"ir-"24ör— ^'^• 

Wirkt die Kraft K an 1,5*° Halbmesser, dann ist sie nur 

K = 4^ = 410 Klg. stark. 
1,5 

Die Um&ngsbescbleimigung nacb Gl. 125 

p^ = Wo 1,5 == 5,22 . 1,5 = 7,83" pro Sekunde. 
Hierbei baben wir alle Widerstände ausser Acbt gelassen. Der letzt- 
erwähnte Angrifepunkt in der Entfernung von 1,6" vom Drebpunkt, würde 
nacb t=6 Sek. eine Geschwindigkeit baben (s. Gl. 3, S. 5 für c = o) 

v = pt= 7,83-6 = 46,86-; 
der zurückgelegte Weg wäre dann 

s = y pt« = y 7,83 . 6« = 141". 

Da dem Halbmesser von 1,5" der Umfang von 9,42" entspricbt» so 

141 
bat sieb die Scbeibe bierbei ^ .^ = 15 mal berumgedrebt. — 

Würde man am Trägbeitsbalbmesser K = 60 Klg. angreifen lassen, 
dann wäre die Umfangsbescbleunigung nacb Gl. 126 

_^__60__ 
P»- pi - 240 -O-'^ö. 

Nach 10 Sekunden ist die Geschwindigkeit t = 0,25 • 10 := 2,5* and 

der Weg s = 0,25 -|- 10» = 12". 

Da der Tiügheitshalbmesser p = 0,67, also der Um&ng 

2 . 0,67 . 3,14^ 4,2- 

so dreht sich die Scheibe jetzt nur -j^- = 3 mal ungefähr hemm in 
t=10". — 




Winkel- Dnd UmfangsljeBchleunigiing drehendei Musen. 
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Nehmen wir zwei eiserne Zapfen, auf jeder Seite der Sclieibe einen 
solchen von 60"" Durcbmesser an, so beanspruchen wir, wenn % ^ 0,14 
als KeibuDgskoeilicient vorausgesetzt wird, ein Zapfenreibungsmoment 

(s. S. 157, GL 71) M, = (p<, -~G = 0,14 ^i* ■ 2360 = 9912 Klgmm., 



oder M, = 



9912 



= 10 Klgmeter. 



Lassen wir am Umfang der Scheibe die Kraft K ^ 30 Klg. wirken, 
dann ist das treibende Moment bei d = 2" Scheibendurchmesser 

M^30.-|- = 30Klgm., 

somit die Winkelbeschleunigung, weil das Reibuugsmomeut dem Betiiebs- 
moment entgegenwirkt 

_ Kd/2 — M._30— 10_.,_ 



Die Beschleunigung am Umfang -^ ■ -Kg = l - 0,17 =^ 0,17'". In 
t^ 10" ist dann die Geschwindigkeit v = pt=; 0,17 • 10 = 1,7'°, und 
der Wi-g s = -|-pt* = -5-0,17 -10* =8,6- Die Zapfengewichte und 
deren Massenbewegungen haben wir hierbei vernachlässigt. 



n. G, sei in beistehender Figur eine Seil- 
oder Kettenscheibe oder Trommel vom Halb- 
messer R und Gewicht G, Klg., sie ist auf einer 
Aelise Gj, die ihrerseits mit zwei Zapfen G, ver- 
sehen ist, befestigt. Mit Vernachlässigung der 
Zapfengfwichte Gg sei das Gewicht der Achse 
G|, r sei der Halbmesser und d die Zapfendm-ch- 
messer. 

Der Zweck der Trommel soll sein, mittelst r^-i 

des Gewichtes Q das links herabhüngende Ge- | | 

wicht Q, zu heben; es muss also Q ]> Q, oder 

q ^ Q — Q, sein, damit ein Überwuchtgewicht imstande ist, die Gesamt- 
masse zu drohen und ihre Reibung in den Zapfenlagern die Kett«u- oder 
Salwiderstände zu überwinden; die letzteren wollen wir vorläufig noch 
vernachlässigen und nur die Zapfenreihung in Rücksicht ziehen. Damit 
infolge der ITberwucht Q nicht zu schnell sinkt und mit grosser Ge- 
schwindigkeit unten (und Qi oben) anlangt, bringt man noch eine Bremse 
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an, auf die wii- auch iu den weitei-eii .Zuwendungen später zurückkominnl 



Bemerkung. Ein ähnlicher Apparat wird beispielsweise als hy- 
draulischer Gichtautzug, Wasserton neoaufeug, bei Hochöfen verwendet, 
rnn (he Brenuniateriahen und Erze auf das oberste Plateau des Hoch- 
ofens, auf die (iiclit zu sclmffen. Q und Q, sind dann zwei was§enUcbte 
Kasten, die beide als Schalen zur Aufiiahnie der Erz- oder Brennmaterial* 
wagen dienen. Auf der Gicht ist ein Wasserbehälter, welcfier. wenn (J 
oben und Q, auf der anderen Seite sich unten befindet. geTällt vfird, bis 
eine übei-wucht das Sinken von Q und Steigen von Q, veranlasst, onteo 
entleert sich durch ein Ventil am Boden des Eaetens Q dieser, und du 
Spiel beginnt von der anderen Seite. 

Nach Gl. 19, S, 24 ist, wenn K die treibende Kraft, G das (iewicht, 
die Beschleunigung allgemein 

K 

mit der sich die Masse vorwärta bewegt 

In Fig. 313 ist Q — Q, die Betriebskrafl, welcher die Widerstju^ 
kraft W entgegenwirkt, während Q und Q, als Gewidite zunächst is 
Betrieb gesetzt wei'den sollen. 

Ausserdem soll aber die Cbei*wucht noch die Massen der Gewichlf 
G,GgGg in Umdi'ehung versetzen, oder wenn wir Gj und G, zusammen- 
fassen, die Massen G, und G, und die Achse drehen. Die l>etrefieii(ie 
Umfeugsbeschleunigung ist hier jedenlalls verkehrt proportional der Thtg« 
heitsmasse, oder wenn wir diese duich g dividiert denken, dem Trag- 
heitegewicht zu setzen; da aber Q und Q, am Halbmesser R angreifen, 
so muss dos letztere auch auf diesem Hebelarm reduciert werden, und 
vir erbalten sonach die GHchung 

_ Q — Qi— W 

'* Q + Q. + p-, + m' ^' 

in welcher sich p., auf die Trägheitsniasee der Trommel luid (ji, auf die 
ihrer Achse (mit Zapfen) beziehen mögen. 

Das Zapfeureibungsmomeut ist nach Gl. 71 

weim also W am Halbmesser R die Widerstandskraft i>edeutet; sie I 
aus vorstehender Gleichung 

■2R 



(a) 



W = 
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Um |Xj als Gewichtsinasse am Trägheitshalbmesser wirkend auf den 
Umfang zu reduderen, setzen wir nach Gl. 119 

woraus, weil J das Trägheitsmoment der Trommel (als Cylinder gedacht), 

f^i = 4^i ^^'«^ ^^^ 

Ebenso erhält man aus ^R^ = 3 = -^ G^r^, 

1 r* 

h»=-2-C^2BT^ (^) 

sonach durch Einsetzen in p, 

P = ^ i prg- • • (127) 

Werden die Widerstände, hier nur W, nicht berücksichtigt und die 
Massendrehbewegungen ausser Acht gelassen, [x^ und (Xg Null gesetzt 
und ist Qi =0, so wird p = g, dann sinkt Q natürUch mit der Be- 
schleunigung der Schwere.*) 

Setzt man Q = 860 Klg., Q^ = 800 Klg., R = 1,6", d = 0,06 = 60"- 
Zapfendurchmesser, r = 0,2" und Gj = 1600, G, + G3 = 400, so erhält 
man, wenn 90 = 0,25 

850 — 800 — -5-^- 0,25 • 0,06 (1600 + 400) 

P = ^-^-f j 02^ 9,81 = 0,15-. 

850 + 800 + -~ 1 600 + -^ 400 -^^ 

Soll das Material h = 20" hoch gehoben werden, so sinkt Q in der 
Zeit t mit p = 0,15" Beschleunigung, aus 

h = -lpt» (128) 

folgt dann die Zeit 

und die Endgeschwindigkeit 

v = pt = 0,15. 1673 = 2,5". 
Lässt man die Arbeit der Drehung der Massen ausser Rücksicht^ 



*) Siehe S. 28. 
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dann wird 

Sinkt Q frei, dann ist die Fallzeit 

'^ g ^ 9,81 
HL An einer Scheibe wirkt, Fig. 314, am Um- 
fang eine £j:aft, ein Gewicht q, an der Achse das 



Fi«. 314. 



Gewicht Q; R und -^ sind die Halbmesser beider. 

Damit eine Drehung nach rechts eintreten kann, 

soll qR > Q -^ vorausgesetzt werden. 

J^^ Die Massen von Q und q seien M und m. 

® *^ In die allgemeine Formel pj =: — ^ Gl. 126 a, wollen 

wir zunächst die hier gegebenen Betriebskräfte einsetzen, q wirkt un- 
mittelbar an R, hingegen Q am Umfang der Achse, muss erst auf den 
RoUenumfang reduciert werden. Ist Qj das reduderte Gewicht, so muss 
sich verhalten 

Qi : Q = -y • R> woraus Q^ = -gg;- 

Der Zapfenwiderstand W am Umfeng von d auf R reduciert, folgt aus 

Wj : W = -^ : R; somit reduciert Wi=W -k^* 

Die Triebkraft K^ ist jetzt, weil Qj und W^ der Kraft q entgegen- 
wirken 

K.=q-W,-Q,=q-Q-^-W,^ = q--4-(Q + W). 

|Xj enthält die sämtlichen der UmÜEuigsbeschleunigung pi verkehrt 
proportionalen Trägheitsmassen, die aber auch auf den Rollenumfang zu 
reducieren sind. Die Reduktion der Masse M folgt nach Gl. 119 aus 

m(t)* 

Ml : M = (-Ö-) • R*> reduciert Mi= — ^^ — = M -j^. 

Die Masse m wirkt unmittelbar am Umfang, bedarf also keiner 
weiteren Reduktion. Ist J das Gesamtträgheitsmoment von Welle imd 
Rad, beide cylindrisdi gedacht, dann ist die auf R reducierte Trägheits- 
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masse -p^- nach Gl. 118, somit 

wenn q, Q und in J Welle und Rad als Gewichte aufgefasst werden; es 
wird dann 

Po= g j- =g ^ j^, oder 

qR-4-(Q + W) 
p> = p = gR 7T^T—' • •. (129) 

Es sei R = 0,4", -^ = 0,05", femer sei an beiden Seiten der Achse 

noch ein Zapfen von -^ = 0,05" Durchmesser, q sei 2 Klg. Q = 6; 

das Gewicht von Rad und Welle (die Zapfen vernachlässigt) seien: das 
Radgewicht 3 Klg., die Achse oder Welle 2 Klg. 

Das ganze Zapfenreibungsmoment ist dann (2 + 6 + 3 + 2) 9^ -^ 

f\ 1 

wenn 9^ = 0,15, -^ = — 0,05, so folgt als solches 

13 . 0,15 -^^ = 0,4875 Klgmeter. 
Dieses Moment muss aber als Widerstand W auf den Umfang von d 
reduciert werden, es wird dann, weil -^ = 0,05, 

die Reduktion auf R liegt bereits in der Formel. 

Das Tiägheitsmoment des ganzen Apparates ist (ausser den Zapfen), 

1 
da J = -^Gr' das Trägheitsmoment für einen Cylinder, 

Wir erhalten dann durch Einsetzen dieser Daten in (129) 

pl = p = 9,81 . 0,4 2.0,4-0^(6 + 9)_ ^ 
*^ 2 -0,4»+ 6 -0,06»+ 0,2426 
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Mit dieser Beschleunigung sinkt die Masse m oder das Gemcht q, 
da wie wir voraussetzten 

2 • 0,4 > 6 • 0,05 oder 0,8 > 0,3. 

Die Masse M oder Q steigt aber mit der Beschleunigung p,, die sich 
aus der Gleichung 

p : p, = R : -^ ergiebt, nämlich 



Pi 



p ^ = 0,35 -^ = 0,044-. 



2R 



0,4 



Während q in t = 6Sek. um h = 4-pt* = 4-0,35 -36 = 6,3" 

sinkt, wird Q um y • 0,044 • 6« = 0,8" gehoben. 

Die lebendige Bj:aft oder Überwucht liegt hier natürlich wieder im 
Zähler, sie ist q- 



^ (Q + W) oder 2 — -^(6 + 9) = 0,lKlg. 



2R 

Es gehen also l^/,o Klgm. Antriebskraft verloren und bleiben zum Be- 
trieb nur 0,1 Klg. oder Vs Pfd. 

IV. Wir haben bei- rig 8i5. 

stehend ein Räderwerk 
dargestellt, bestehend aus 

ineinander greifenden 
Zahnrädern und Getrie- 
ben. Die drei Paare liegen 
in Zapfen (deren drehen- 
de Massen wir wieder un- 
berücksicht lassen wollen), 
in a greift die Masse m, 
das Gewicht q, in b die 
Masse M, das Gewicht 

Q an. Es soll q gross genug sein, dass Q gehoben werden kann. Das 
Trägheitsmoment des ersten Paares, Rad R^ und Welle r^ sei J^, die 
der anderen Paare seien J^ und J3. Es sind alle Massen auf a zu re- 
duderen. 

Das Trägheitsmoment J^ des ersten Rades mit Welle auf a redudert 

wird -^y das Rad Rj mit Welle r,, J, zunächst auf den Um£EUig von 

Rj auf X redudert wird -^ und auf a reduciert ^* ' . . 

Jtvt • ' RjRJ 




^^ Die Masse M der Last Q am Halbmesser Fj wükend, aiif a redu- 
ciert, giebt 
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Die Trägheitsmasee des letzten Paares auf a reduciert, wird 
rfr?J, 



»Kj-RäRJ ■ 
Die Summe aller auf a reducierteD Massen iat 
i* = " + KT + BTRä + KTR! m + ITKTm ^'- 

Die Betriebskraft an a unmittelbar wirkend ist q, während Q an b 
wirkend erst wieder reduciert werden miiss, man erhalt die reduderte Kraft 

^r7r;r;" 

Wi sei die Widerstandskraft auf a reduciert, an a wirkend, um die 

- und lüiderreibung zu überwbiden. 
Man erhält schüeselich gleichlautend mit til. l'25a die Beschleu- 
nig Ton q (nur mit p bezeichnet) 



, J, , TiJi j rfr' J» . ririri M 

" "*" Rf"^ RfRl"' rTrIrj "•" ^RTRTRf 



, oder 



! den Trägheitsraomenteu , in M und m die Gewichte ein- 



-(w-.«+'0 



(130a) 



^"'" R! "^ UfRä^RJRJR, RJRäRä 
Die Beschleunigung der Last Q ist p,; aus 

p, :pi=r, r, r, :Ri R,R,, ergiebt sich 
'i F) r« 

Sind alle drei Räderpaai'e gleich, dann folgt 

"-[(D'^ + ^'l 

.... (130o) 



'Mi)'- 
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Sind bei gleichen Räderpaaren Gj und G, die Gewichte, Gj das 
des Rades und G, das der Welle, so ist das Trägheitsmoment 

(a) . . . J = ^2— +T'' = Y^^^^* + ^«''^- 

Das Zapfenreibungsmoment für ein Räderpaar ist (Gj + G,) -2" 9o7 

wenn ^ Zapfendurchmesser, die Kraft, welche an der Oberfläche der Welle 
r den Zapfen dreht, sei 

(Gi + G.)-|-9o 

S= . 

r 

Wird S vom ersten Räderpaar nach a verlegt, dann ist 

(Gi+G,)|-9. 

^» = Fr ' 

wird die vom zweiten Räderpaar nach a verlegt, so ist sie 

_ (G,+G») ^ „ r G,+G, ^ ^ 

verlegt man sie endlich vom dritten Räderpaar, also von b nach a, so 

ist sie 

G^+G, ^ ^ 1 r r _ G,+G, , ^ ^ 

^»- T -2"'»R"R"T- RS 'T'"»- 

Es wird jetzt 

(b) . W,=S,+S, + S, = -^^'-±|i^(R» + Rr4-r«). 
Beide Gl. a und b in 130 b eingeführt, folgt 

.(130d) P = g j-r 1 T- 

q + ^[r'Q + Y(GiR' + G.r«)(R* + R«r« + r*)J 

y. Die Arbeit, welche ein sich in zwei Zapfen drehendes Rad, 
vom Durclunesser d, dessen Halbmesser R verrichtet, ist, wie uns bekannt 



w» 



A = — 5-J, wenn w die Winkelgeschwindigkeit und J das TnLg^ts- 

monient des Rades. 

Soll nun dasselbe bei n Umdrehungen nur die Zapfenreibung über- 
winden, dann setzen wir für A die dieser entsprechende Arbeit ein; die- 
selbe ist aber auf die Oberfläclie des S^pfens bezogen, wenn 9^ Rdbungs- 
koefßoient und G das Radgewicht: A = G9oicdn. 
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D. h. die Reibungskraft G^g muss uoch bei n UmdrehuDgen den 
Weg jcdn zurücklegen, bis rlie ganze .Arbeit aufgezehrt. 
Wir erhalten demnach die Bedingungsgleichung 

J -n- = GtpaTrdn. 



Setzen wir hierin J^— R* und w =^ -^^ u, wenn u ilie An- 

^ g iü 

der Umdrehungen in der Minute ist, bei Beginn der Zapfenreibungs- 
it, so tblgt 

1 G R" jü» , „ , 

uipoTcdu. 



^Eeii 

^B 

^K^ Hieraus ergiebt sich die fragliche Tourenzahl, um die Zapfenreibung 

^^B vernichten, 

^B n = 0,00 009 -^^^ (131) 

Ist V die Umfangsgeschwindigkeit den Umdrehungen u entsprechend, 
80 wird n, wenn mau ans 

► v^ — Ä,^— I den Wert u'^=~^-^tz — s— emsetzt, 
60 ' 4R'jt' 
V» 
n = 0,00 833 -i — (131a) 

Soll umgekehrt das Rad noch nUmdrehungeu machen, um die Zapfen- 

reibiingsarbeit aufzuzehren, dann ist liei Beginn dieser Arbeit aus vor- 

ihenden Gleichungen 

ir"=: 10,8 y 9d d n bezw. die Umdrehungen 1 

106 i/T^ ■ • (131 b) 

u = ^|/d9on. I 

Ein Rad von R = 0,5" Halbmesser und d= 0,1" Zapfendurchmesser 
= 60 Umdrehungeu iu der Minute, wie lang läuft es noch, wenn 
= 0,14 ZapfenreibungskoefGcient. 
Man findet, dass es noch 

n = 0,00 009 ' = 6 mal herumläuft. 

Eb musste hierbei eine Umfangsgeschwindigkeit bei Beginn der 
eibungsarbeit haben von 

v= 10,8 y 0,14 -0,1. 6 = 3,13". — 
.SaU ein Rad nur noch n ^^ 2 Touren machen, um mit diesen die 
eibtutg zu übei-winden, so müsste bei 9,, ^0,1, d^O,I und 
= 0,0" 
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V = 10,8 /0,l.0,1.2= 1,52- 
sein und dürfte es vorher nicht mehr als 

u = -^V "^0,1 . 0,1 . 2 = 29 Umdrehungen 

in der Minute machen. 



Bewegungen unter gewissen Bedingungen. 

1. Die Centrifugal- und Centripedalkräfte (Schwungkräfte). 

Es soll sich eine Masse, ein Körper längs der vorgeschriebenen Bahn 
ABC . . . D, welche aus Geraden und krummen Strecken zusammengesetzt 

Flg. 316. 




ist, bewegen. Die Kraft, welche ihn zur Bewegung veranlasst, soll so 
wirken, dass eine gleichmässige, gleichförmige Bewegung entsteht Auf 
der Strecke AB geht die Bewegung geradlinig vorwärts, in B muss der 
Körper abgelenkt werden, denn sonst würde er nicht nach C gelangen. 
Ausser der Kraft, welche ihn gleiclmiässig fortü'eibt, wirkt also auf ihn 
noch eine Seitenkraft ein, die ihn zwingt, sich nach rechts in der Kurve 
zu halten. Die krumme Bahn, die er jetzt einschlägt, kann aus irgend 
welchen Kurven zusammengesetzt oder gebildet sein, deren Bildungsge- 
setze uns vielleicht nicht einmal bekannt sind. Um nun einen Anhalte- 
punkt zu gewinnen, versuchen wir jede der Krümmungen durch einen 
Kreisbogen zu ersetzen, der sich der Krümmimg soviel ^ie mögUch 
nähert, ev. mit ihr zusammenfällt. Man nennt solche in der Weise ver- 
wendete Kreisbögen Krümmungskreise und die zugehörigen Radien 
Krümmungsradien p^pg^j . . . . Reducieren wii* denn unsere Betradb- 
tung auf die zwangs- oder bedingungsweise Bewegung eines Köqiers in 
einem Kreisbogen, so hätten wii* dann nur nötig, wenn wir auf die Kur- 
venbewegung zui'ückschliessen wollen, diese nur aus den verschiedenen 
Kreiskrümmungen zusammenzustellen. 



SdiwuDgktlfte, 
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Wir habeii dajiuii in Fig. 317 eineti solchen ICriimmiingskj-eis auf- 
gezeictmet, in welchem sicli der Köqjer von a kommend nach c gehend 
bewegt mit der gleichförmigen Gescliwindigkeit c° pro Sek. 

Kommt der Körjjer von r und ist bis b vorgeiückt, so ert'älirt er 
von dort eine Ablenkung, die ihn zwingt erst wieder in d in eine ge- 
rade Richtung de überzugehen. Die Ablenkungskraft zieht den Körper 
aber wie an einem Bande nach dem Mittelpunkt der Krümmung zu. 
Würde ihre Wirkung anfliören, dann ist kein Gmnd voi-handen, anzu- 
nehmen, da£B der Köiper aus der geraden Richtung ab wo uiid(-rs als 
nach Cj nwch der tangentialen Riditung hin senkrecht zur Ablen- 
kuiigsrichtnng sich bewegt Das gleiche 
wüi-de auch stattfinden, wenn sich der 
Körper vorher schon im Ki'eia bewegt 
hätte; hört in h plötzlich die Ah- 
lenkungskraft auf, würde daa Band zer- 
schnitten, dann bewegt sich der Körper 
tangential mit seiner ursprüngUchen Ge- 
schwindigkeit c gleichfönnig weiter. Die 
nach dem Mittelpunkt der Krümmung 
wirkende Ablenknngskraft wirkt aber 
beschleunigend auf den Körper ein. 
8. S. 20, so dasB er in f, beispiels- 
wdße mit einer genisseu Beschleimigung 
würde. 

Beide Wege, der von b nach e und h nach f, setzen sich eben, wie 
im Parallelogramm der Kräfte zu einer resultierenden Bewegung, dem 
Wege cd zusammen. Wir haben S. 26, Gl. 20 gefunden, dass ein Kör- 
per, der mit einer gewissen Anfangsgeschwindigkeit kommt, von einer 
Kraft K getiieben, sich beschleunigend bewegt und in der Zeit t den 
Weg zurücklegt 

8 = et + -g-g -g- t* = «^t + Y P**- 

Hört die Kraft auf zu wirken, dann bewegt sich der Körjjer tan- 
lÜal und legt in der Zeit t den Weg be^ct zurück, denn wenn 
K^O, 80 wii-d s = ct. Würde aber keine ursprüngUche Bewegung vor- 
banden sein, also c^O, dann würe der Weg 




pro Sekunde anlangen 



Bnil 



bf, : 



1 



1 



-pf. 
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Nun ist A ^^^i '^ tdh und es verhält sich 

bfj : bd = bd : bh oder 

-^ pt* : bd = bd : 2 p, woraus 



bd« = pt>p. 
Je kleiner aber t; um so kleiner ist bd als Bogen und Sehne, um 
so mehr kann man bd mit be =s et vertauschen. Man erhält dann 



(ct)* = pt*p oder c*=^pp, 
woraus die Beschleunigung folgt, mit welcher sich der Punkt dem Kröm- 
mungsmittelpunkt nähert, oder wenn der schon mehrfEich erwähnte Faden 
oder das Band zerschnitten würde, mit der der Körper nach der Schwung- 
richtung fliegen würde 

(182) P = — . 

P 

Ist m die Masse des Körpers, also p = — , so würde die Schwung- 

krafty die Gentripedalkraft,'*') mit der der Körper gehalten wird, 

K c* 
nach dem Krümmungsmittel zu aus — = — sich ergeben, nämlich 

(133) K = m — = — — . 

Umgekehrt treibt den Körper die Kraft K nach tangentialer Rich- 
tung, man nennt sie dann die Gentrifugal- oder Fliehkraft 

Wir wollen für beide Ausdrücke in Zukunft den richtigeren f&r K, 
nämUch Schwungkraft; bezw. für p Schwungbeschleunigung bei- 
behalten; denn jeder Körper hat das Bestreben nach der Tangente za 
zu entfliehen, diese ist aber durchaus nicht entgegengesetzt der Centri- 
pedalkraftrichtung. — 

Dreht sich ein Körper in tSek. einmal im Kreise herum, dann ist 
seine Geschwindigkeit pro Sek. 

2 OTZ 

die Schwungbeschleunigung lässt sich dann auch ausdrücken 

im.) .... p=ll^^=l^, 

die Schwungkraft, 

(133a) K = |*i;^ = m*^^*, 



*) Centripedal nach dem Mittel za strebend. 



nrobei also 


der 


Körper 


für 


einen Umgang 


tSek. 


braucht. 


Bezeichnen 


wir wieder 


mit 


c 


die 


Winlvelgeschwindigkeit 


Gl. 


109, 


S. 303. so 




und K 

P = 


f p 

e . 

= mw'p = — w'p 


p und 1 
1 






. . (134) 



Macht endhch der Körper in der Minute n Umdrehungen, dann kann 
1 setzen für 

2 pi tn p7tn 

°~~To 30 ' 

lach erhält man 



K = l 



n' = 0,01097 pn' 

rP"'=-|--9ög pn' = 0,00112Gpn'. | 



(185) 



Beispiel I. Eine eiserne Kugel von G = 40 Klg. Gew-icht di-elit 
, an einer Stange von p ^= 1,6" Länge befestigt n^SOnaal in der 
hüte henun, ihre Schwungkraft ist na<:h Gl. 135 

K = 0,00 112 ■ 40 . 1,6 ■ 80' = 459 Klg. 
Bechnet man sich aus 

_ 2eTCD ^ 2 -1,6 -3,14 -80 
•^^ 60 ~ 60 

B Umfangsgeschwindigkeit aus, so findet sich c ^= 13,55", aus Gl. 133, 
irlich auch wieder 



K = 



40 13,55' 



= 459 Klg. 



'9-81 1,6 
Die Stange nnias also eine Zugki'aft von 459 Klg. aushalten können, 
infolge der Drehung das U fache des daran hängenden Gewichtes. 

II. Dreht ein Kind an einer Schleuder einen Stein von '/, Pfd. 
= 0.125 Klg. diese in einer Minute n = lOOinal herum und ist die 
Schleudersclmur p^O.ö* lang, so ist nach (135) die Geschwindigkeit 
beim Abfliegen des Schleudersteines 

p = 0,01 097 - 0,6 • iÖÖ' = 55-; 
die Kraft im Band, welche auf die Hand einwirkt, ist 

K = 0.00 112 -'ig 0,5 -10000 = 0.7 Klg., ca. l%Pfd. 

man ein Glas, dessen Gewicht G, mit Wasser vom Ge- 
; Stange, so fragt es eich, wieviehnal muss man das 
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Fig. 819. Glas mit Wasser in der Minute herumdrehen, damit nichts 

J herausläuft; die Länge der Stange sei p. 

I Wenn Gleichgewicht eingetreten ist, so ist die Schwung- 

I kraft K in Gl. 135 dem Wassergewicht gleich, während 

^*v ^ G I W 

^— ^ [ die Masse — -^ gedreht wird,, oder deren Gewidit 

G -|- °^* ^^ Bedingung lautet sonach nach Gl. 135 
W = (G 4- W) 0,00 112 pn% woraus 




1' 



° = r TjjTw TTönTTöT — 2^'^ V 



W 



G + W 0,00112p ' »^ (G + W)p' 

Setzt man in Gl. 133, c = — ä~?r~9 ^^^^ erhält man auch für K=W 
und für G, G + W eingeführt, 

n -lol/g ""^^ :.30l/g >W _on9l/W 1 

Wenn W = V» Liter = 0,5 Klg. , G = 0,25Klg., p = 0,8-, dann 
sind die Umdrehimgen pro Minute mindestens 



" = 3oV^ 



' =27. 



fi (0,25 + 0,5) 

IV. Eine Sichtmaschine, Siebcyhnder, ist ein cylinderförmiges Sieb, 
welches statt einer etwas geneigten ebenen Siebfläche den Zweck hat, 
das Mahlgut in der Mühle zu sieben, sichten, es dreht sich in der Minute 
nmal herum; es dürfen aber auch die Umdrehungen ein gewisses Mass 
nicht überschreiten, damit durch die Schwungkraft das Mahlgut, wie das 
Wasser in obigem Glase, nicht statt durch das Sieb zu fallen, am Um- 
fang mit herumgeschleudert wird. Es kommt nun darauf an, die Grenze 
festzustellen, innerhalb derer die Umdrehimgen bleiben müssen. 

Wir haben hier nur das sich drehende oder durch den Cylinder mit- 
genommene Mahlgutgewicht G in Rücksicht zu ziehen; setzt man dem- 
nach in Gl. 1 35 K =: G, weil die Schwimgkraft dem Gewicht des Mahl- 
gutes entgegenwirken muss. Sobald Gleichgewicht eintritt, 'so folgt 

G = 0,00 112 Gpn% woraus 

n = 30 l/— . 

Im vorigen Beispiel das Glasgewicht G imbeachtet gelassen, erhält 
man dasselbe; denn es wird für G = 0, 

n = 29,9j/— . 



1 solche Maschine von 2 p = l" Durchmesser darf nicht mehr als 

n < 30 l' TTv- < 42 Umdrehungen 
» Min. laiichen. 

T. Es dreht sich eine Scheibe _, ^'^- ^'^ 

oder ein Arm um die vertikaJe Achse 
X.X, Fig. 319, und macht in der 
Minute n Umdrehungen. In der Ent- 
fernung p hegt ein Körper vom Ge- 
wicht Q, nimmt die Schwungkraft 
überhand, dann überwindet Q die 
fieibung auf seiner Unterlage und 

I herabgeworfen; unter welchen Umstanden tritt Gleichgewicht ein. 
Die Schwungkraft ißt nach Gl. 135 

G _7C^ , 
" 900 ''" • 
Die Kraft, welche die Reibung überwinden mUsste, um Q auf seiner 
srlage zu entfernen, ist P = ^Q, ist diese der Schwungkraft gleich, 
1 tritt Gleichgewicht ein, vorausgesetzt, dass, wie auch in Fig. 319 
tnommen, Q durch gleitende Keibuug gehalten wird. Es ist somit, 
tG = Q, 

Q ■ 




K = - 



?Q = -^ 



= 30 



90O ' 



' = 0,00112 Qpn', oder 
bezw. (p = 0,00 112 pn'. 



Der Reibungskoefficient von Eisen auf Holz ist (feucht, s. 
= 0,66; demnach, wenn p ^ 1,2'° sind die Umdrehungen 
ßßb' 



S. 165) 



n = 23 Umdrehungen wird die Reibung überwunden durch die 
Itwungkraft. 

VI, Ein Karussell macht cirka n ^ 20 Umdrehungen in der Minute 
I hat p^S" Halbmesser. 
Auf einen Mensehen von G = 70 Klg. Gewicht übt die Schwung- 
t die Kraft aus 

K = 0,00 112 Gpn" = 0,00 112 ■ 70 ■ 3 ■ 20' = 9,4 Klg. 
Der Mensch drückt aber auf die Holzunterlage, und da die gleitende 
Übung von Leder auf Hob: f = 0,47, so ist die Kraft, welche ilin durch 
ibnag hält P = ip . 70 = 0,47 ■ 70 = 3,3 Kig. 
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Der Mensch muss sich also noch immer mit 9,4 — 3,3 = 6,1 Kig. 
festhalten, damit er nicht heruntergeschleudert wird. 

VII. Es liegt ein Körper auf einer schiefen Ebene, welche sich um 
die senkrechte Achse XX dreht, s. Fig. 320. 



Fig. 320. 




r f. fK- 



Fig. 3i0a. 






•^ — 1 



u 



Die Kraft p, welche längs der Ebene wirkt, ist, wie man aus der 
Zerlegung leicht ersehen kann, p = Q sin o. Infolge der Drehung ver- 
sucht die Schwungkraft K den Körper nach oben zu schleudern, und mnss 
also der Kraft p das Gleichgewicht halten, aus p = K oder nach GL 133, 

Q c* 
aus Q sin a = — ^ , lässt sich sonach die (Jeschwindigkeit c berechneot 

g ^ 
welche die Ebene haben darf. 



(a) 



Setzt man mm sin a = — ein, dann folgt 

s 

_h__^ 
8 ~ gR 



und die &höhimg der Ebene nach der Schwungseite, von der Reibung 
des Körpers abgesehen. 



(136) 



h = 



sc' 



Würde man die Reibung mit berücksichtigen, dann wäre für 

p = 9QCOS a = 9q 

Q c* 
zu setzen, und man erhält 9Qcosa = — -^5-, hieraus folgt der Er- 

höhimgs Winkel 

(b) 



w C 

— = cos OL = — r j 

S gh9 



wenn 9 der gleitende Reibimgskoefficient 



ScbvuDgkräfte. 
Führt man die tiigon. Beziehung 

con a^ V 1 — sin' a=: ^ 1 — ( — 1 
ich entsprechender Entwickelung 
1 



I tindet i 



■ gR^ 



yV'R'9» 



(136 a) 



Diese Gleichung enthält die Bedingung, dass g*R*< 
nbald also 



"gE 



oder c = 



w 



I h ^ 0, d. h. dann überwmdet die Schwungkraft K die Reihung seihst 
1 noch nicht, wenn das Gewicht Q auf einer horizontalen Unterlage 
i dreht. — 

Eine unniittelhare Anwendung der Gleichung 136 bieten die Eisen- 
mgeleise in Bögen; damit die Wagen von der Schwungkraft nicht 
1 aussen geschleudert werden, überhöht man den äusseren Schieiien- 
ng theoretisch um h", wie dies Fig. 320a darstellen soll, wenn mit 
Maximalgeschwindigkeit von c" pro Sek, gefahren wird. Mit dieser 
Erhöhung des äussei'en Schienenstranges muss aber auch eine Er- 
ics Eisenbahngeleises verbimden sein, um die Grüsse Bj, da 
Bt ein Zwang zwischen Räder und Schienen im Beiahren des durch 
I Überhöhung verengten Schienengeleises eintritt, — 

Die Überhöhung würde bei v ^ IZ" Fahrgeschwindigkeit, K := 300"° 
mahadius, a ^ liS" Spurweite betragen, Gl. 136 



1 



[\ 



-e 



" 300-9-81 ■ 
Till. Zwei Massen M und m sind 
1 einer Stange so befestigt, dass ein 

8 umdrehen um die vertikale Achse . 
E stattfinden kann ; es ä-agt sich, wie 
sich die Halbmesser R und r 
t den Massen verbalten, damit die 
eontale Kraft in der Achse ganz verschwindet. 
Da sich beide Massen in derselben Zeit drehen müssen, oder da beide 
den jedesmahgen Umlauf dieselbe Zeit einhalten sollen, setzen wir 
Gl. 133a, 

,. 4r7r* ., 4 Rh* 

K^m — — j — =^ M —-7^ — . oder weil 

— und M ^ — ; wenn q und Q die Gewichte, ergieht sieb qr = QR, 
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Diese Gleichung enthält das Hebelgesetz, dass das rechtsdiehende 
Moment dem links drehenden gleich sein muss. 

Befestigt man an einer Stange auf der einen eine Kugel von q = 8 
und auf der anderen Seite eine solche von Q = 20Klg., so liegt der 
Achsenpunkt o im Verhältnis 

20 ^ , 



R 8 
Ist die Stange 0,6'° lang, dann folgt aus 

r + R = 0,6 und^ = ^, 

r=17'*'" und R = 43'''". 

IX. Aus Versuchen fand, wie uns S. 21, Gl. 15 sagt, Galiläi bereits, 
dass die Erde jeden Körper mit g = 9,808" Beschleunigung in der SeL 
nach dem Mittelpunkt zu anzieht Berücksichtigen wir nun hierbei die 
Schwungkraft der Erde, welche dieselbe auf jeden Körper in der Nahe 
der Oberfläche ausüben muss, so ist diese ofienbar in der Nähe des 
Äquators grösser, weil hier die Körper sich in der Entfernung des Erd- 
halbmessers r von der Erdachse befinden, nach den Polen zu ist sie 
kleiner. Es ifragt sich mm, ob sie einen solchen Einfluss auf einen Kör- 
der ausübt, der für uns praktisch fühlbar ist, der also die Anziehungs- 
kraft am Äquator vermindert, an den Polen vergrössert, in welchem Fall 
wir je nach dem Breitegrad die von Galiläi ermittelte Fallbeschleunigung 
einer Korrektur imterwerfen müssten. 

Der Erdhalbmesser im Äquator ist R = 637 7400'', die Differenz in 
den Breitegraden von Europa ist für uns zu geringfügig, als dass wir sie 
in Rücksicht ziehen wollen. 

Die Beschleunigung, welche die Erde ausübt, ist dort nach Gl. 132a 

4R7c" 

Nun braucht die Erde zu einem Umgange 

t = 24 . 60 • 60 = 86 400 Sek. , sonach ist 
4-637 7400 -Tc' 
P = 86 400' = ^'^^^ "^^- 
Um 0,034™ cirka wird also am Äquator die Beschleunigung g = 9,801 
verringert, und würde demnach nur betragen 9,767". 

Setzt man jetzt m Gl. 132 a für p = 9,767 ein, und berechnet t, so 
findet sich 



^=V'^,r='"^^ 



Centrifii gal pend el . 
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Gebraucht also die Erde nur 5100 Sek. zu einem Umgange, dann 

rde die Schwungbeschleunigung der Anziehungskraft, also der Fallbe- 

Ueuoigung das Gleichgewicht halten und wir würden von der Erde fort- 

,, , , ..■ . , , ■ , 86 400 ., , 

geschleudert werden, nie musste sich dann cirka — = 17 mal so 

oft in einem Tage drehen, 17 Umgänge in einem Tage machen. 

Au den Polen wirkt nur die Anziehungskraft der Erde ui'.J muss 
dort g grösser werden; unmittelbare Beobachtungen konnten bekanntlich 
bis jetzt noch nicht angestellt werden. 

X. Centrifugalpendel (RotationB- 
Cirkularpendel). Eine Masse, eine Kugel 
vom Gewicht G ist an einem Eaden oder 
einer leichten Stange in a Ijefestigt und 
wird um die senkrechte Achse X X , 
Fig. 322, 80 gedreht, dass sie eine krois- 
förniige Bahn beschreibt, die sie mit der Ge- 
schwindigkeit c'" pr. Sek. gleichförmig dimJi- 
fiiegt, b sei die Hiilienlage des Punktes a. 

Gebraucht sie zu einem Umgang t ' 

, so ist die Schwungkraft, wenn der 

jenblickliche Ki-eisradius f nach Gl. 13'2a 

G 4 7i'p 





t' 



= taiiga, wenn a der Ausschlagwinkel, so 



G tang OL oder K ^ G -^ eingesetzt, 

Hieraus findet man die Aazalil der Sek. für eini 
Umgekelirt ist 



1 Umgang 



gtanga 



(137) 



4Tt» 

Pendel zu einem Umgang t Sek. gebrauchen soll. 



^ tga = 
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hieraus folgt die Umfangsgeschwindigkeit 

(188) .... c == VTptäng"^= p |/!^ 

Die Umdrehungen in der Minute sind, weil 



2 pzn 

^~ 60" 



30 c 
und n = , 

7C p 



denmach c eingesetzt, 

(138a). . . . ii = |?^VTp-tSi^=^l/ir 

lUp TZ mL 

Es gehört eine unendlich grosse Umdrehungszahl dazu, um ein 
solches Pendel in eine horizontale Lage zu bringen, für a = 90° wird 
n = 00, weil es stets unter dem Einfluss der Anziehungskraft der Erde 
steht, die die Kugel nach dem Mittelpunkt der Erde zieht 

Damit beispielsweise ein Centrifugalpendel alle Sek. einen Umgang 
macht, muss nach Gl. 137 a 



17,4 Umdrehungen 



4.7C« 

sein, und muss nach Gl. 138 a 

^ _ 30 \/T_ 30 1/"P^~_ 
Tr'^h""^^^ 0,297 

in der Minute machen. 

Nehmen wir den Ausschlagradius p = 0,1", dann wird die Umfangs- 
geschwindigkeit in der Sek. nach (138) 

^^'''^^' Befestigen wir, Fig. 323, das Pendel an 

einem Arm, dessen Länge e, so dass es in o 
pendeln und sich um die Achse XX drehen 
kann, dann treten folgende Beziehungen aufl 

Damit Gleichgewicht bestehen kann, muss 
imi o als Drehpunkt die Momentengleichung 
gelten Gr = Kh, das nach imten strebende 
Gewicht G muss der Schwungkraft K das Gleich* 
gewicht halten. 

G 7C* 

pn* nach Gl. 136, femer h = lcosa und 




Es ist nun K== 



g 900 
r = 1 sin a, sonach, weil p = r -}- e> Gl sin a 



G TZ' 



g 900 



(r + e) 1 008 an* 



■ 

J 



I r=T8iiia eingesetzt, s 



= (e -f l sin a) - 



vermutlichen Unitlrehmigen findet 



30 1/ gtangtz 

j: ' e 



Wenn e = 



e + lsi 
, wie in Fig. 322, so wird wieder 



71 ' Ic 



30 1 



IcOB a ir ' h ' 
Setzt man in (139) taug a = ;- und sin a = - 
_ 30 \/'^ 



(139) 



, so tindet äch auch 



Wieviel Umdrehungen niuss z. B. eine solche pendelnd sich drehende 
nt^hen in der Minute, damit die Entfernung derselben von der 
Wachse nicht grösser als 0,15", wenn e = 0,05*, h ^ 0.3" und also 
= 0,15 — 0,05^=0,1"". Ein solches Pendel kann als i-eguliei'ende Bremse 
, indem, wenn die Kugel weiter als e + r ausschlägt, diese sich 
»r vorgestellten cylindrischcn Wand anreibt, einen Widerstand fin- 
det Ein grösserer Ausschlag rührt aber nur von einer grössei-eu Um- 
drehungszahl in der Minute her, welche eine grössere Schwungkraft er- 
zeugt, wodui-ch r grösser wird,*) die Achse XX wird zurückgehalten in 
der Drehung. 

Setzt man obige Werte ein, so findet mau 



IC ' 0,3 



= 18° 30' und der Fendelami 1 = 



= 43,4. 

0,1 _ 
'' 0,3 ~ 
, =0,310-. 



0,333, 



9.808 • 0,1 
0,3 {0,05 + 0,1) 
Der Ausschlagwinkel ist hierbei, da tanga = -r- = 

3ina~ 0,317 ' 

In Beispiel 6 ei-wühnten wir, dass der Mensch sich mit einer ge- 
a Kraft an einem Karussell, welches n Umdrehungen macht, in d. M. 
Beobachtet man die herahl längenden Lampen, von denen 

•) Bekanntlich bat dae seiner Zeit in Bremeci durch Zufall vorher explodierte 

■werk des berüchtigten MasBenmOrders TbomM eine ähnliche Brematiinrichtung 

Ea war m eingestellt, dass nach einer gewinsen Zeit (einige Tnge) erst 

e AuslOBung die Eiploaion erfolgen Hollte, und Ewar erst, wfthrend das 

idlier Kiit« verwahrte L'hrwerk in einem überseeischen Personendanipfer unter- 

i war. Die Versicherung dea jedenralls auf See verunglückten Sdiifiee wäre 

k Hftnde d« Thomae gefallen. 
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eine etwa m eiiiein Winkel von 20° zur Vertikalen während n 
drehungeu sich hängen mag, dann lassen sich, wenn man in Gl. li% 
et := 20° und beispielswoise 1 =^ 0,5" einsetzt, die Uradiehimgen, welche 
das schiele Hängen bewirken, bcrechjieji; man findet, wenn e ^ p ^1 
(s. Beisp. 6) 



etg-20 ° 



= 10. 




M 



3 + 0,5 sin 20 

Läuft man in einem Kreise beruiDf! 
neigt man seinen Körpei" unwillkürlich 
innen, wie dies Fig. 324 in nebenstoben- 
der Figur andeuten soll, in welcher die im 
Schwerpunkt vereinigte Masse M siih um a.' 
nach innen neigt. Es ist hier auch H-ieder 
um als Drehpunkt, Gr^Kh, ferner aber 

G TU* 

K=-— ;;7^^(e — r)n' und h = l8inaiiad 



(i 



aoo ' 

— Ce 



- 1 cos a) n'l sin a, lucli 



Reduktion findet man 

t: ' e — I cos a 

Lässt man sich mit n Umdrehungen im Kreise vom Halb) 

e ^: 3"° di^ehen, nimmt 1 = 0.8" an, und neigt sich mit a = $8" 

innen, so sind die Anzahl der Umdrehungen*) 

301 



301/: 
Tt ' 3 



- 13,5. 



- = 4'* abg., 



g • cotg 6 5 
— 0,8. cos 65 ' 
Diese entsprechen einer Umfangsgeschwindigkeit i 
_ 2e-;u-n _ 3 ■ 3,14 ■ 13 ,5 
'^'^ 60 " 30 " 

mit der man im Kreisumfaug laufen müaste. 

XL Der einfache Schwungkugelregulator. Wir werden 9, 
in den Anwendungen noch Gelegenheit nehmen, ausführlicher Ba£i 
Theorie der verschiedeneu Regulatoren zurückzukommen, begniigen t 
nur vorläufig mit der Begründung des Principes des ein&chen Scbwi 
kugelregulators als Anwendung der Schwungkraft. 

M a bei kleinem AusBchla^inkel bii cirka SO*, i 
n gegeben, der Anschiß cotg « — (e — I) (-^j ■ Plr ii=ia,5, i 

=: 73*. demnach ungefähr 8° Difi^MiHhfl 



iücliwungkugelregulator. 
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Der Zweck des Regulators ist, die motoiische Kraft mit dein augeu- 
Lliokliclien Widerstand möglichst im Gleichgewicht zu erhalten; bei yer- 
änderlichem Widerstitnd also sofbrt wieder Gleichgewicht her/ustelleii. Um 
dieaeu Zweck zu erreichen, steht der Regulator mit solchen Organen des 
Motors in Verbindung, welche die Kraft verstärken oder verschwächen, 
die DampfeinströmiiDg (Drosselklappe) odei- besser mit der Steuerung 
cpansion) bei Dampfmaschineü. 

Fig. S!!.. Tlf. SH. 





venn 
HfaHi 



Lässt man den Motur durch Vermittelung von Zahnrädern oder 
Biemensclieiben Z, Fig. 325, auf die senkrechte Achse XX einwirken, an 
welcher zwei an Stangen pendelnde Kugeln hängen, so werden diese, 
venn die Betriebsgeschwindigkeit der Iläder (ihe motorische Kraft) wächst, 

der Schwungkraft nach aussen geschleudert werden, infolgedessen 
trken sie in b einen Zug auf die Stange bd, welche in 1> schamJer- 
ig mit ac , in d aber mit einer Hülse iu Verbindung steht. Die Letztere 
wird auf- (bezw. ab-) geschoben und vermittelt durch geeignete Hebel 
die Verbindung mit den motorischen Kraftorganen. 

Bezeichnen wir mit W den in der Hülse d nötigen Kraftzug oder 
Druck für beide Kugeln a und a,, so kommt es in erster Linie darauf 
an, daas dieser in allen Winkelstellungen , also bei allen Geschwindig- 
keiten des Regulators konstant bleibt. Die obigen Gleichimgen 132 bis 135 
lehren uns aber, dasa K allerdings mit der Geschwindigkeit c, der Winkel- 
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geschwindigkeit w oder den Umdrehungen n wächst und abnimmt, aber 
auch; dass K abhängig von p bezw. j in den Fig. 326 und 326 ist 

Eine andere Stellung cb^a^ übt einen andern Druck W und zwar 
einen geringeren auf d aus, wodurch eventuell die Wirkung des Regu- 
lators ganz hinläUig werden kann, da, wenn W zu klein, eine Verän- 
derung in den motorischen Kraftorganen vielleicht nicht mehr erreicht wird. 

Sollen nun in allen Winkelstellungen die resultierenden Arbeits- 
leistungen vom Eegulatorgewicht und der Schwungkraft K, Fig. 326, gleich 
sein, so denken wir uns das Regulatorgewicht unabhängig von den Stangen 
in einer sich um XX drehenden Röhre auf- und abgleiten (ohne Reibung). 

In einer bestimmten Stellimg, der Erhebungshöhe x der Kugeln ent- 
sprechend, sei die Winkelgeschwindigkeit w, die Umfangsgeschwindigkeit 
der Kugeln dem resultierenden Röhrendruck R entsprechend c. Die Ar- 
beit, die Kugel auf x zu heben, Gx, muss der lebendigen Kraft derselben, 

c* G c* 
m-^ = ^, das Gleichgewicht halten; denn die im £j*eise also fort- 

G c* 
schreitende lebendige Kraft ^r ^^^^ ^^ Kugeln nicht wieder von der 

Höhe X herabfeilen. Die Arbeitsgleichung lautet sonach (s. Gl. 107) 

Gx = — . 

g 2 

Nun ist aber, wenn wir mit y den der bestimmten Stellung ent- 
sprechenden Halbmesser bezeichnen, c = wy, danach wird x = — ^ — 
und hieraus 

Aus dieser Gleichung erkennen wir wieder das Bildungsgesetz einer 
Parabel.*) 



G 



♦) Nach Gl. 134 ist K = — w«y und nach Fig. 326 G = K tang 9. Die Tan- 

gente des Winkels 9 ist aber der Differentialquotient der Kurve mon, unter wel- 
chen die Rohre gebogen sein muss. Eliminiert man aus den beiden yorttehenden 

G G w> 

Gleichungen K, so findet man— -i— — = — w*y oder dx = — ydy. Dia beider- 

seitige Integration jdx = I ydy ergiebt ebenso z = -r— y* bezw. y=l/^ ^^ 

Aus Fig. 326 ersieht man auch, dass tang 9 = -^ , sonach ist 

K= ^ xG 



i^) 
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Das günstigste wäre es hiernach, wenn es ausgefiüirt werden künjite, 
die Kugeln so pendelu zu lassen, dass sie eine parabolische Kune inner- 
halb ihres Schwingungswinkels beschreiben, parabolischo Regulatoren. 
Da man nun den Scheitelteil der Parabel in,on, am ersten durch einen 
Kreisbogen ersetzeu kann (Krünimungski-eis) . so sind die Kreisbogen- 
regulatoren iniuierhin zu verwerten, wenn sie keinen so grossen Aua- 
schhigwinkel haben. Da der Winkelausschlag tüi- jede Uindi-ehung kon- 
stant, feststehend (statiscli) ist, nennt man solche Regulatoren darum 
auch statische Regulatoren; im Gegensatz zu den noch später zu be- 
ti'achteuden asiatischen Regulatoren, die sich bei ihren verschiedenen 
Stellungen durch die IJnidreliungen nicht beeinflussen lassen. 

Die Schwungkraft K ist Gl, 134 K ^ — w'y, oder da y = 1 sin a, 
■■ — w^lsin«. Fülirt man für K = G lang a, Fig. 325, und für 

= -~- (Gl. 113) ein, so ist, die Umdrehungen mit n, bezeichnet, 

G n^r' , . 
G taug a ^ ^jp- I sm a. 

Man findet hiemach die Umdrehungszahlen a^ pi-o Minute für eine 
^bene Pendellänge 1, und einen gewissen Ausschlagwinkel a, 

„, = ?«.VCAr=29,9Kr^- ■ • ■ ("«) 
' TZ ' leoaa ' ' Icosii 

Bezeichnen wir mit P die Kraft in der Stange hd, Zug oder Druck- 
kraft, dann steht diese mit der senkrecht wirkenden HUlsenkraft W/2 für 
eine Kugel in der Beziehung 



(1) 



— p — = co9a, (b) 

die sich aus der in der Fig. angedeuteten Zerlegung ergiebt. Betrachtet 
mau nun c als Drehpunkt für die Ki-afte P, G und K, dann sind die 
zugehörigen senkrechten Hebelarme bjC, y und ee. Wir erreichen dann 
Gleichgewicht, wenn 

K-^==Gy + P-b,c (c) 

Konstruiert man das Gestänge so, dass cbd ein gleichschenkliges 
Dreieck wird, dann ist der Aussenwinkel b desselben 2a, also der Winkel 



dnrch Gleichsetiung mit - — yr*g folgt x = — - y' und wtedemm die parabolwohe 
Oleichung y=y"pi. 
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c in dem rechtwinkeligen Dreieck b^bc, 90 — 2a und wenn man cb = li 
nennt, cb, = 1^ cos (90 — 2 a) = 1^ sin 2 a = 2 Ij sin a cos a. 

Setzt man femer in obige Gleichung (c) y = lsina, ce = lcosay 
dann folgt K 1 cos a = G 1 sin a + P 2 1^ sin a cos a. 

Da nun, wie uns bekannt 

K = — w' y = — wM sin a, 
g ^ g 

lür eine gewisse Winkelgeschwindigkeit w oder Umdrehungszahl n, so ist 

zimächst die Bedingung zu erfüllen 

— wMsinalcosa = Glsina + P2Lsinacosa. 
g 

W 

Diurch 1 sin a dividiert und aus (b) P = -^ eingesetzt, folgt 

2cosa ° ° 

(d) — wMcosa = G + wi|-. 

g 1 

Der Regulator soll aber für eine andere Winkelgeschwindigkeit w^ 

dieselben Dienste leisten. Aus 

c c 

K = — w J y = — w J 1 sin a mit K = G tang a kombiniert, folgt 
g g 

G tang a = — w J 1 sin a oder — 1 cos a = — 5- . 

g g w, 

Setzt man diesen Ausdruck für — 1 cos a in (d) ein, dann erhält man 

g 

w* L 

G — 5- == G + W -r-, und hiemach 
wj 1 

W^ 
G = 



(^)- 



1 



Bedenkt man, dass sich die Winkelgeschwindigkeiten wie die Um- 
drehungen verhalten müssen, so folgt schliesslich das Gewicht eiDer 
solchen Regulatorkugel 

(141) G= ^* 



(^y-- 



1) Ist beispielsweise der zu überwindende Widerstand W = 4 Klg.y 
1 = 0,48", Ij =0,3" und für den Normalgang a = 35% so erhält man 



Seh wnu gkogelregn] atof. 



tte Umdrehungen pro Min. nach Gl. 140 

' n ' 0,48 coa 35 ' ' 0. 



1 



r = 50. 



0,48 cos 36 ' ' 0,48-0,819 ' 

Soll der Regulator bei n ^ 53 Umdrehungen erst seine Wirkung be- 
ginnen, so ist d^s entsprechende Kugelgcwicht 



4. (.»•-3?) 
V0,48/ 



■ 1 



\boJ 



-. 20 Klg. 



Ejne gusseiseme Kugel würde 175"" Durchmesser erhalten. 
2) Die Umdrehungen eines Regulators müssen nonnalmäesig Uj = 80 
Igen. Femer ist W = 5, a = 60°, dann folgt aus GL 140 
2979' ISA' 



1 = 



= 0,28- 



80' -0,5 ' 
'/*, also 1, =0,21", so wird das Kugelgewicht 



n ; cos a 
Nimmt man -p = 

l Umdrehungen als massgebend für die Thätigkeit des Regu- 



f-V- 

V80/ 



; 14 Klg. ähg. 



' Eine eiserne Kuget von löO" DurchmeBser dürfte hier genügen. 

Der Regulator wird um so empfindlicher, je mehr sich ii ^ n, nähert, 

i 80 schwerer wird (>, das Gewiclit der Kugeln. Kleine Gewichte sind 

ich unempfiiidhch, solche Regulatoren üben ihren Einfluss erst dann 

1 Kraft oder Wideretand bedeutend sich verändert haben, ihre 

CoemptiudUch- oder besser Unbeweglichkeit liegt innerhalb einer grÖBsereu 

Tourendifferenz. Man nemit den Nenner des BrucJies, Gl, 141, den 

npfindlichkeitsgrad, und soll in der Praxis eine gewisse Grenze 

elbeß nicht überschritten werden. — 

Eine Wanduhr mit einem leichten Pendel ist unempfindlich, sie kaim 

i schief hängen, beispielsweise das Pendel ist leicht genug, als dass 

lioibrt die Uhr aufhidten wüi-de. Ein schwei'es Peudel eil'ordert ein 

gJtigCB senkrechtes Hängen der Uhr, einen gleichmässigen (jin Graden 

sebaren) Ausschlag. Das schiefe Hängen beeinfiusst natürlich den 

isigen Gang der Uhr, während ein schweres Pendel überhaupt 

k BChJofes Hängen zulässt, die Uhr bleibt früher stehen, als dass sie 

^Imässig läuft. 
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XII. Wir erwähnten , S. 336 in der Bemerkung die sog. BaLander- 
gewichte an den Triebrädern der Lokomotiven. Ist L der Druck auf 
einem solchen Triebrad, so kann der Fall eintreten, dass wenn das Trieb- 
rad eine gewisse Tourenzahl überschreitet, die Schwungkraft überhand 
nimmt, grösser als L wird und das Rad mit der Last nach oben 
schleudert, oder so hoch hebt, dass ein Entgleissen zu befurchten ist 

Wiegt ein solches Gewicht Q Klg., dann müsste Gleichgewicht ein- 
treten, wenn 



L = ^ -::i pn« = 0,00112 Qpn« 



g 900 



oder abg. hieraus 



n = 30 )/■ 



Qp 



ist. 



Fig. 327. 




Wenn L=6000 Klg., Q = 75 Klg., p=0,4 
die Entfernung von Q (Fig. 327) bis zur Achse 
o, dann tritt erst Ge£ahr ein, wenn das Rad, 
welches beispielsweise d = 1,2" Durchmesser 
haben mag, 



n = 30 V^^^ = *20 Umgänge 

in der Minute, also in der Sekunde 
= sieben Touren macht 



420 
60 



Der zurückgelegte Weg in der Sekunde, die Geschwindigkeit, mit der 
der Zug laufen müsste, wäre dann 

V = lud • 7 = 3,14 • 1,2 . 7 = 26-. 

Die Maximalgeschwindigkeiten sind aber bekanntlich bis jetzt 

V = 20 bis 22'" pro Sek. ca. 



Fig. 328. 



a. 




2. Die Pendelbewegung. 

Hängt man an einem gewichtslosen 
Faden oder einer solchen Stange am. 
Fig. 328, eine in einem Punkt m vereinigt 
gedachte Masse auf, so nennt man diese, 
sofern sie an a hin- und herschwingt ein 
mathematisches Pendel 

Schwingt hingegen die körperliche 
Masse M um a, so ist dies ein mate- 
rielles oder physisches Pendel 
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a) Das mathematische Pendel. 

Um o schwingt an einem Faden befestigt 
die Kugel a hin und her, beschreibt hierbei einen 
Kreisbogen aec, in der Vertikalebene (in der Fig. 
nicht angedeutet). Damit sie in derselben Zeit 
von a nach c diesem Kreisbogen-Pendelweg ent- 
lang in c ankommt, als sie eine halbe horizon- 
tale £j*eisschwingung abc ausfuhrt, müssen wir 
in Gleichung 136 

.= i.2,|/r=,j/r, 

2 ^ g S 

h durch die durchlaufene Bogenlänge aec ersetzen, um von dieser ab- 
hängig die Zahl der Sekunden zu gewinnen zu einer Schwingung. 

Nennen wir a den halben Schwingungswinkel, dann ist bei 1" Pendel- 
länge und p Badius des Centrifiigalpendelkreises zunächst 

tang a 

Setzen wir nun sehr kleine Schwingungen voraus, dann kann man 
obigen Bogen aec dem doppelten Badius 2p = aeiC gleichsetzen, und 
erhält aus 2p = 2al, p = al, sonach 



tang a 
Die Schwingungszeit wird dann 



(142) 



g ' gtanga' ' " ' ' 

oder für solche kleine Schwingungen a = tang a gesetzt, 

t = IC J/T= 1,0032 yr (142a) 

Der Bogen a durch den Winkel a° ausgedrückt, entwickelt man 
aus der bekannten Proportion 

a:a° = 27c:360% 

OL = -z-z-;r OL^ = ^ ^^ , imd findet 
360 180' 



t 



= nV. 



ica 



180 tang a 



l/g = 0,1326 



K5 



1 



tang OL 



. (142b) 



Hecht, MeoluMiik. L 



24 
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Ist c gegeben und soll die Pendellänge gesucht werden, dann i 
man, 8elbstre<lend wieder näherungsweise*) 
taug g 



(143) 



1 = 56,9 - 



_ t» = -5jt» = 0,994 1». 



Die Länge eines Sekundenpendeb ist, weil t = 

1 = 0,994-. 
Die eines Halbsekundexipendels, da t ^ '/» 



1. 



0,994 



= 0,2485", bei a = 10° Ausschlag 



tatig 10° 




= 0.25" 



= 260" 



er physische Pendel. 

Sch\vingt eine Masse, Fig. 33(^ 
'unkt hin und her, dann sind die i 
welche die einzelnen Teilchen gebrauchen, 1 
sie unzusammenliängend mit einander verfami- 
den wäien, verschieden. Die Massenteilchen, 
welche dem Punkt o näher hegen, schwii^en 
schneller, die entfernteren würden langsamer 
schwingen; es muss also einen Punkt C, in 
der Schwerlinie mn des Körpers liegend, gehen, 
welcher im Mittel schwingt, der Mittelpunkt 
des Schwunges, der sieb von den Teilchen 
nach o zu weder antreiben, noch von den \ 
ihm liegenden Teilchen zurückhalten lässt, seine Entfernung von o i 
für ihn ist nach Gl. 142 a (in der Figur liegt er im Schnittponkt i 

Senkrechten g und tnn) t:^7C l/A 
' g' 
Denken wir uns nun das ganze Körpergewicht Q im Schweipm 
zerlegt nach q, und q, so wirkt qj ziehend an o und q = QBbK J 
wirkliche für uns in Betracht kommende Triebkraft, welche 
an S Si angreift und die ganze Masse treibt. 




*) Nach Grund^Uen der bQberen Mathematik und Mecbanik erhält man gui 
ha oder Tielmebr abhängig von der Anzahl der folgenden Beuhenglieder, wao 
■ die Hohe de« ScbniagungibogeoB 






i.<) (21) + (2.4.») (21) + (1.4:8.8) (11) ■* 
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Die Beschleunigung, mit der sich die Masse in S als Schwerpunkt 
bewegt, ist, da q die Kraft 

worin (JL die auf die Entfernung oS = s reduderte Trägheitsmasse, welche, 
wie uns bekannt, wir aus (jls* = J entnehmen können; sie ist (GL 118) 

fx = -"Y oder statt der Masse in J die Gewichtsteüchen in Rechnung gezogen 

J 

gs* 
Es wird dann, die Werte eingeführt, 

q Qsinas' 

Für den Punkt C ist die treibende Kraft, da er sich yöllig neutral 
bewegt, M sin a, wenn M die Körpermasse, sonach p^ seine Beschleu- 
nigung in C angreifend, (s. 61. 19) 

Msin a 
Pi= — jj g = gsma. 

Es muss sich nun verhalten 

p : Pj = s : X oder 

Qsinas*g . . 

-^^ — = ^- : g sm a = s : A, woraus 



J X — Qs' 

Setzt man diesen Ausdruck für X in die eingangs erwähnte Formel 

g 
so ist die Schwingungszeit eines physischen Pendels 



=.]/'■ 



w <'^> 

worin J das Trägheitsmoment bezogen auf den Schwingungspunkt als 
Achse; Q das Gewicht des schwingenden Körpers und s dessen Schwer- 
punktsabstand vom Schwingungspunkt o. 

Aus GL 144 folgt das Trägheitsmoment eines Körpers, wenn man 
die Zeit t einer (kleinen) Schwingung in Sekimden beobachtet, Q abwiegt, 
8 abmisst, 

J=-^li=Qst2 abg (145) 

TT 

t wird nach Gl. 144 grösser, wenn s kleiner wird, wenn die Schwingungs- 

24* 
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achse mehr nach dem Schwerpunkt verlegt wird. Liegt die Schwingungs- 
achse im Schwerpunkt s = 0, dann ist t = 00, der Körper kann sich 
wohl drehen, aber er kann nicht mehr schwingen. 

Beispiel L Ist das Trägheitsmoment eines Körpers J'' = 6, das 
Gewicht Q = 60 Klg., s = 0,4", so gebraucht der Körper zu einer 
Schwingung die Zeit 

' = ^^'' 1^ 60.0,4.9,81 = '1^ Sek. abg. 

II. Beobachtet man bei einem schwingenden Körper, dessen Ge- 
wicht Q = 100 Klg. und dessen Abstand s = 120~" = 0,12'", t = 2 Sek, 
während einer Schwingung, so ist nach Gl. 145 das Trägheitsmoment 
auf die Schwingungsachse bezogen 

J-» = 100 . 120 . 4 = 48 000, bezw. J- = 48. 

Mit Hülfe der Gleichungen 142 a kann man an verschiedenen Orten 
der Erde die Fallbeschleunigung g durch Beobachtung finden, wenn man 
die Anzahl der Sekunden während einer Schwingung abzählt, 1 sorgfaltig 
misst; es ist die Fallbeschleunigung 



(146) 



1Ü 



g= ^1 = 9,87 



1 



2 



3. Die parabolischen Bewegungen. 

Erteilt man einem Körper nach horizontaler Richtung eine gewisse 
Geschwindigkeit c"* in der Sekunde, und überlassen ihn sich selbst, so 
wird er sofort von der Anziehungskraft der Erde, also yon der Beschleu- 
nigung g beeinflusst und nach unten gezogen. Da ihn aber die inne- 
wohnende Geschwindigkeit immer wieder horizontal weiter zu treiben 

strebt, so entsteht eine gezwungene Be- 
wegung, über die .wir uns in folgenden 
orientieren wollen. 

Der Weg, den der Körper a in der 
Sekunde zurücklegt, ist 

s = ct+V.gt«. 
Würde die Anziehungskraft der Erde 
nicht vorhanden sein, dann würde der 
Körper in jeder Sekunde den gleidifor- 
migen Weg in horizontaler Bichtong 
abj, s = et = abi = bi b, = b, b^ . . . 
zurücklegen, Fig. 331. 



I c, 



I 
I 

i 
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Ist ülierhaupt keine liorizontal wirkende Geschwindigkeit voriiajiden, 
oder würde diese plötzlicli Null werden, dann wäre in jeder Sekunde der 
Weg s ^ V» gt*i natürlich nicht mehr gleichförmig, sondern er würde 

(eben nacli den uiis bekannten Fallgesetzen sinken, in der ersten Sekunde 
tn c,, in der zweiten in c^, in der dritten in Cj . . . sein. 
I Die ans beiden resultierende Bewegung findet sich aus den nach dem 
OeschwindigkeitsparaUelogi-amm gefundenen Punkten d, d, d, . . ., welche 
am so näher aneinander liicken, eine krumme Linie bilden, je kleiner 
das Mass der Sekunde njigenommen wird. 
^ä Die Gleichung s ^ et + ^/^ gt* enthält aber das Bildungsgesetz 

^^er Parabel*). . 

^^t Setzt man in */« gt'' Vt 6 ^ ^i ^ folgen die Abstände 
^^b ac, =: 1 für die erste Sekunde 

^^^1 aCf =: 4 zweite 

^^^ ac, ^9 dritte 

ac^ = 16 „ vierte ,, 
Cj c, besteht also aus 4 — 1=3 Teilen der Einheit, c^ c, aus 9 — 4 
= 5 Teilen, c^ Cg aus 16 — 9 == 7 u. s. w. 

Man kann hiernach die Parabel auch konstruieren, indem man hori- 
zontal behebige gleichlauge Einheiten I ^ ab, =^ b, b^ =^ b, bj . . . auf- 
tragt, vertikal aber die Abstände ac, = 1 angenommen mit den ungeraden 
Zahlen 3, 5, 7 . . , ei-wachsen läast. 

Nennt man die horizontalen Abstände x, die vertikalen von a ge- 

rnet y, dann ist allgemein x ^ et und y = '/» gt*. 
Entwickelt man aus der zweiten Gl. t = ^ — — und setzt dies in 
erste ein, so folgt 



cl/5i 



oder x' 



_2y_ 



(147) 



*) Man kann die GL fOr 
s »och ichreiben y:=ai + bx*. 
Ist a =: 0, dann hat die aus 
y =; bi' konatroierte Knrve 
(für « = 0. 1, 2 ... die Werte 
j berechnet), die folgendeFotiD, 
Fig. 382. Da y = ax eine Ge- 
rade bedentet, welche unter 
dem Winkel, desHnjtga = a 



iit, genfligi liegt, lo erh&lt die Parabel die in Fig. S3S gezeichnete Lage. 






Flg. m. 


\^ 


M' 
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Die letzte Beziehung x ^ |/ ~ — y , oder die BezeichnungeD der 
Linien aX und aY miteinander vertauscht, 

enthält natüiüch wieder dae achon mehr&ch erwähnte parabolische Gesetz. 
Aus Gl. 147 folgt noch die Geschwindigkeit 

-Vi,- 

Beispiele. I. Aus einer Röhre fliesst 
mit der Geschwindigkeit v horizontal 
r em Wasserstrahl. 

Man hat beohaditet, da^ er in den 
Entfernungen, 

horizontal von a, ah ^ x = 1,3" 
vertikal von a, ac ^ y ^ 30" 
in d ankommt, mit welcher Geschwindigkeit musste er die Röhre verlassen. 
Die Gl. 148 hefert 




= 1,7" pro Sek. 

H. In Fig. 335 ist ein oberschlächtiges Wasseirad dargestellt, 
welches sein Betriebswasser aus dem Gerinne ab erhält Soll der Wasser 
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KoSnss ausser Thätigkeit gesetzt werdeu, so dass er ohne das Rad zu 
tniben (leer) abäiesst, so ist an der Eialau&telle bei b eine horizontale 
sog. LeerlaufechUtze angebi-acht, welche, wenn sie zugeschoben wird, das 
Wasser über das ßad hinweg nach c leitet, von wo es sich in den Ah- 
igrabeu stürzt 

Liegt das Wasser mit fa = 0,46" DruckhÖhe vor der Spannschütze 
H, und lässt diese eine ÖShung von 0,3°" zum Durchfluss offen, dann 
fiiesst das Wasser mit 






v = )/2g(o,46 — ^) = /2- 9,81 -0,31 = 2,4" 

Geschwindigkeit über b. 

Der Durchmesser des Rades sei 2 R ^ 2,54". 

Sehen wir von allen Nebenhindemissen ab und betrachten v ^ 2,4 
als Geschwindigkeit, mit der das Wasser den Leerlaufkanal verlässt, so 

taus Gl. 147 die horizontale Entfernung des Au&chlagpunktes d,, 
eh 



cdü = 



Cid, =x = 2,4)/- 



=l,6( 



Man ist aber genötigt die Mauer M^ näher an das Rad zu rücken, 
zu stellen. Zu dem Ende wollen wir in e ein pendehides 
Schützeubrett anbringen, welches so schwer sein muss, dass es sich in 
einem Winkel a einstellt, wenn der Wasserstrahl einwirkt, und hierdurch 
das Wasser zwingt, innerhalb der Grenze M zu bleiben, nach unten zu 
fallen. 

In Fig. 335a stellt L die Kraft des WasserstJ'ahles dar, sie zer- 
legt sich in 
^^L P = L cos a und P^ ^ L sin ou 

^K Das Gewicht G des Brettes iu S angreifend, dem Schwerpunkt des 
HSrettes, zerlegt sich in 

N ^ G sin et und N, ^ G cos a. 
P, -|- N, wiiken als Zugkräfte in der Achse e; hingegen N und M müssen 

C[n e ab Drehachse an den Hebelarmen a und b das Gleichgewicht 
so dass 
Na = Pb, bezw. 
G sin a a ^ L cos a b (a) 
88 Wasser äiesst mit t = 2,4" Geschwindigkeit, seine lebendige 
isl 



Die Wasaermasse m ist das Wassergewicbt dividiert 



durcli g '= 9 
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Da nun ein Kubikmeter Wasser 1000 Klg. wiegt, so wiegen Fl Kubik- 
meter, wenn F der Querschnitt imd 1 eine beliebige Länge 1000 Fl Klg. 
Ist B die Breite des Kanals und t = 0,3 (s. Fig. 336) die Wassertiefe, 

, i.,_x lOOOt-Bl 
dann folgt m =: . 

g 
Auf die Länge 1 ist aber die Arbeit des Wassers A = L1, weil L 

die Kraft, welche der Wasserstrahl von der Breite B und der Stärke t 

ausübt 

Die Gleichung (s. Gl. 107) 



A = Ll = m-^ = 



1000 t Bl 



2 ~ 2g 
liefert uns dann einen Ausdruck für L, nämlich 



L=1000Bt 



2g- 



Die Breite B war 1,3", somit ist 

L = 1000 . 1,3 . 0,3 



2,4^ 



= 112 Klg. 



2. 9,81 
Das Gewicht der Pendelschütze resultiert nun aus (a) 

(149) .... G = — Lcotga. 



a 



Entnimmt man b = 0,52, a = 0,45 und a = 19° am zweckmässigsten 
aus der Zeichnung, so wird schUessUch 

0,52 



G = 



0,45 



112cotgl9° = 700Klg. 



Je kleiner a sein soll, um so grösser muss G werden, weil für 
a = 0°, G = 00 folgt; es ist also unmöglich durch ein pendelndes Ge- 
wicht einer darauf wirkenden Kraft das Gleichgewicht zu halten. 

Statt das Brett 700 Klg. schwer auszuführen, kann man ein leichteres 
Gewicht auch durch Ketten kk befestigen. 

m. Die Flugbahnen. 



Fig. 336. 




Ein Körper a wird unter einem Winkel a zur Horizontalen ac ge- 
"Vforfen oder geschossen mit der Anüeuigsgeschwindigkeit u"" in der Sekunde. 
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, negative 



diesen Punkt und überhaupt 

188, durch senkrechte 



(a) 



L der Sekunde zurückgelegte Weg ist wieder allgemein 
s = ut— '/,gt', 

da sich der Körper nach oben bewegt, tritt eine VerKÖgcrunj 

Beschleunigung g ein (Gl, 6a). 
^L Würde keine Erdanziehungskraft vorhanden sein, so würde der KÖq}er 
^Hpbiclil'irmig den Weg ae = ut in der Sekunde zurücklegen. 
^B Die Anziehungskraft der Erde zieht ihn aber von der tangentialen 
^Hbchtung ab nach der senkrechten 
■ ef=ag=Vigt*. 

^B In Wirklichkeit gelangt er nach f, nach dem Gesetze des Geschwin* 
^^Egkeitsparall elogr ammes. 
^r Es kommt uns nun vor allem darauf 

die weiteren Piiiikte bic, welche er 

Linien x, y (Koordinaten) zu hxieren. 
Aus der Anschauung dei- Figur ist 

»af, = X ^; ae cos a ^ u t cos a 
f, e =^ f^ f + fe = y -}- '/i gt' =^ ae sin a. 
Die letzte Beziehung Hefert 
y = fj e — '/s g*^'; o*lör fi e = ae sin a ^^ ut sin a. eingesetzt, 
y = ul8ii,a-V, gf (b) 

Die Bezeichnungen x und y gelten allgemein füi- jeden Punkt in 
der parabolischen Kurve abc, die wir hier vor uns haben. 

In der ereten Sekunde ist t ^ o, somit auch y =^ 0, in den nächsten 

mden wird y grösser, bis zu y = b anwachsen, dann wieder kleiner 

I y bei c vrieder Null geworden ist, das Projektil ist wieder unten an- 

mgt Das letztere ist um- möglich, wenn in der Gl. (b) y^O, oder 

utsin a =^ '/s g^'i 
a also der Körper eine Zeitlang geflogen ist. Die Anzahl der Sekunden 
1 in der letzten Gleichung enthalten; in 

^ ^ ^usma. g^j^ ^jg^j 

ist das Projektil von a nach c geflogen, in der halben Zeit ist es bis b 
gelangt, vorausgesetzt, dass a und c in einer Horizontalen liegen; denn 
iu der Gleichung (b) stellt ut sin a. das Produkt der Anfangsgeschwindig- 
keit n sin a mit der Zeit dar. Ist v die Endgeschindigkeit in der Zeit t, 
nänüich (nach Gl. 3, S. 5) v = uaina — gt, so wird diese Null, wenn 
der Körper in b angelangt ist, in diesem Augenbbck steht er still, um 
nach abwäiis zu fliegen, die Zeit, welche er gebraucht, ist aus 
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= u sin a — gt, 

/ir^A \ 4. usina 
(150a) U = . 

g 
Die Gl. (a) stellt den im horizontalen Sinn zurückgelegten Weg dar, 

den das Projektil alle Sekunden zurückgelegt hat Ist es bis d gelangt, 

bis zur Mitte seiner Bahn horizontal gemessen, also in Wirklichkeit in b, 

• 

so hat es nach Gl. 160a die Zeit verwendet, setzen wir diese 

g 

in (a) ein, so folgt ad = u cosa oder 

w 1 

(161) -TT- = ad = -K— u' sin 2 OL weil 2 sin a cos a = sin 2 o. 
^ -^ 2 2g 

Der ganze zurückgelegte Weg ist 

.... . , sin 2a 
(161a) w = u . 

g 
In der gleichen Weise Uefert die GL (b) alle senkrecht zurückge- 
legten Wege auch abhängig von der Zeit Führen wir demnach GL 150 a 
in (b) ein, so müssen wir die höchste Höhe h erhalten, die der Körper 
auf seiner Bahn erreicht, es wird 

, usina 1 /usinaX* , 
h = y = u sm a — y g ^ — - — J oder 

(152) . . h=^^. 

^g 

Um y abhängig von x und unabhängig von der Zeit darzusteUen, 
eliminieren wir t aus (a) und (b). 

Aus (a) t = in (b) eingesetzt, findet sich 

ucosa ° 

1 x* 

(153) . . . . . y = xtanga s-g— i i — • 

^ ^ ^ ^ 2 ^ u'cos'a 

Will man die Erhebungshöhe i durch Rechnung finden, dann muss 
man in diese Gleichung für x, x^ = ai^ einsetzen und y = ii^ berechnen. 

Geht man von der Anfangsgeschwindigkeit u eines geworfenen oder 
geschlossenen Körpers aus und fi*agt nach dem Winkel a, unter welchem 
das Geschütz gestellt werden muss, um das Ziel z, Fig. 337, zu erreidien, 
so ist dies gleichbedeutend mit der Entwickelung des Winkels a aus 
Gl. 163 für bestimmte Werte von x und y (z ist Schnitt beider Parabeln). 

Ersetzt man den cos a durch die Tangente, bekanntlich ist 

-^=l+taBg'a, 
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dann erhält man die Gleichung, wenn x^y^ die Koordinalen von z, ent- 
sprechend reduciert, tang'a tang a = — 1 — ^^ 



und hiemach 



gXo 



gx? 



^ u'±Vu'(u'-2gy.)-g»x; 

gXo 



(164) 



Fig. 837. 




Es giebt also thatsächlich zwei Winkel a, unter denen das Geschütz 
gestellt werden kann, beide gelangen an dasselbe Ziel, wie dies Fig. 337 
veranschauUchen solL Es muss also für denselben Fall auch zwei Wurf- 
weiten und zwei Wurfhöhen geben. 

Die Gl. 164 ist in obigem Sinn unmögUch, wenn u' — 2gyo=0, wenn 

u = V2 gyo d. h. wenn der Körper senkrecht geworfen oder geschossen 
wird auf die Höhe Jq ; denn nur in diesem Falle kommt er unten mit 

der Geschwindigkeit u = V 2 gyo wieder zurück. 

Femer darf der Ausdruck der Wurzel selbst auch nicht Null bezw. 
imaginär werden; es muss also sein 

u'(u' — 2gyo)>g'xJ oder 

Xo<-^Vu' — 2gyo. (164a) 

Wird xo grösser angenommenf so kann das Ziel nicht erreicht werden. 

Dem einen Winkel a^ entspricht die Wurfweite w^ und Mazimal- 
höhe h^, dem anderen o, w, und h,. — 

Am weitesten fliegt ein Projektil, wenn a = 45°; denn in der GL 161 a 
wird w am grössten, wenn sin 2 a = 1, 2 a = 90°, a = 45; dann folgt 



w = 



_ 
g 



(151b) 



Der höchste Wurf ist der senkrechte, denn h wird am grössten, 
wenn in GL 152, sin' a = 1, a ^ 90°, man erhält dann (s. S. 26, Beisp. I) 



h = 



u 



2g- 
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Diese Höhe ist die Hälfte der obigen Weite, wenn das Projektil unter 
45° geschleudert wird. 

Bei derselben Än&ngsgeschwindigkeit wirft man senkrecht halb so 
hoch, als man unter 46° weit wirft;. 

Bekanntlich ist in der Trigonometrie für einen Winkel 9 

sin 2 (45 -f 9) = sin 2 (45 — 9). 

Nun enthält Gl. 151a, wenn man a entwinkeln würde, auch zwei 
Werte fiir a, denn da sin 2 a = 2 sin a cos a resultiert durch Einfuhren 

von cos a = Vi — sin * a bei der Entwickelung für a eine Gleichung 
zweiten Grades. Bei derselben Weite w giebt es sonach zwei Winkel, 
also auch zwei Höhen. 

Zerlegt man a in 45° + 9 und 
45° — 9, so übersieht man leicht, 
dass bei 45° die Grenze zu suchen 
ist, wie die beistehende Figur ver- 
anschaulichen dürfte. 

ac ist für a = 45° die (grösste) 
längste Flugbahn w.^; ab diejenige, 
welche dem Winkel 

ttj == 45 -|- 9 ^ifid 
oc, = 46 — 9 entspricht 
Ist 9 = 15°, so wird beispiels- 
weise 

ttj = 45 + 16 = 60°, sin 2 . 60 = sin 120° = 0,866 
a, = 45 — 15 = 30°, sin 2 • 30 = sin 60° = 0,866. 

Fragt man, wenn zwei Projektile auf einmal in dieselbe Richtungs- 
ebene geschleudert werden und das eine mit u"* Geschwindigkeit und 
a Winkelstellimg, das andere mit der Geschwindigkeit u" und 04 Eleva- 
tionswinkel sich bewegt, an welcher horizontalen Stelle Fig. 337, tre£fen 
ihre Bahnen zusammen, so ist die Auflösimg nahezu die umgekehrte 
wie oben. 

Beide treffen mit ihren Bahnen zusammen, wenn ihre horizontalen 
und vertikalen Abstände gleich sind. 

Sind diese x^ und y^ , Fig. 337, dann setzen wir in Gl. 163 einmal 
a und u imd einmal a^ und Uj, in beiden Fällen x© und Jq. 

Die Bedingungsgleichung ist dann 

1 xl 1 




iMw^ 



Xotanga — -^g-j^ 



cos^a ^ * *^ 2 ^ UiCO8»04 
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Löst man dieselbe nach Xq auf, so erhält man nach entsprechender 
Beduktion 

j_ tangg - tanga, 

g 1 1_ 

u*cos*a uJcos*ai 

Setzen wir endlich a = 90°, so wird das Projektil senkrecht auf- 
steigen, und wir müssen aus den vorstehenden Formeln dieselben er- 
halten, welche wir bereits in der Bewegungslehre aufgestellt kaben, weil 
wir von ihnen ursprüngUch ausgingen. 

Der Körper gebraucht zum senkrechten Steigen und Fallen die Zeit 
Gl. 150 

g 

Zum Steigen oder Fallen die Zeit GL 160a 

g 

die halbe Zeit wie oben. 

Die Flugweite ist natürlich Null, weil sin 2 • 90° = sin 1*80° = 0, 
und der Körper vorausgesetzt an derselben Stelle fällt, an der er au&tieg. 

Die grösste Höhe ist 61. 162 



2g- 
Setzt man in die letzte Gleichung für u die Zeit des senkrechten 

Auf- und Absteigens u = -^r^, dann ist h = -^ — = —z: oder, wenn 

^ 2 2 g 2 g 

der Körper zum Steigen und Fallen t^ Sekunde braucht, so hat er die 

Höhe erreicht 

h = l^t? (162a) 

Beispiel I. Ein Projektil wird mit u = 30*° An£Eingsgeschwindig^ 
keit abgeschossen, es soll ein Ziel in j^ = 20^ senkrechter Höhe und 
x^ =60" horizontaler Entfernung treffen, auf welchen Elevationswinkel 
ist daß Geschütz zu richten? 

Nach der Bedingung l54a ist 

Xo<yyu'-2gyo<|^y 900-2. 9,81. 20<67-. 

Aus GL 164 erhält man 

_ 900 ± y^gOO (900 — 2 > 9,81 ' 20) —~9fiV « 50' 

9,81-60 



tWlga= noi i;a j 
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Fig. 2a9. 




woraus 

tang ttj = 2,694, 04 = 69° 4(/ 
lang a, = 0,906, a, = 42° 10'. 

Beide Bahnen sind in Fig. 239 auf- 
gezeichnet. 

Die Flugweiten beider sind nach 
Gl. 161a 



Wj =u 



w- =u 



2 



2 



sin 2 ■ 69° 40' 

g 
sin 2 . 42° 10' 



Die Maximalhöhen 



g 



= 900 



= 900 



sin 139° 20 

9,81 
sin 84° 20 

9,81 



= 69-. 



89,6-. 



u*8m*o 



h,= 



2g 
u* sin* 42° 10' 



= 900 ^^:iK*' = 39,6- 



2 • 9,81 
20,4-. 



2 • 9,81 

Wird das Geschütz unter 69° 40' angestellt, so gebraucht es zur 
Zurücklegung der ganzen Bahn nach Gl. 150 die Zeit 



ti = 



2u8ina 2 • 30 • sin 69° 40 



= 2VioSek. 



g 9,81 

Unter 42° 10' geneigt zur Horizontalen gelangt das Projektil wieder 
auf die Erde in der Entfernung w, = 89,6" in 

_ 2.30.sin42°10 _ 
^' - 9,81 ~ * ^^^• 

H. Würde man das Geschütz unter 45° au&tellen und mit der- 
selben Anfangsgeschwindigkeit wirken lassen u = 30», dann ist die hori- 
zontale Flugweite nach Gl. 161a 



u 



2 



900 



die Höhe 



""T^W^""' 



u 



h = ^r— sin* 46 = 
2g 



900 



2 . 9,81 



(1/, y2)« = 23- 



u 



2 



In senkrechter Stellung wäre h = -^ — = 46". 



Bei 46° Elevation ist t^ = 



2 »30 
9,81 



sin 45° = 4Vö", wenn das Ge- 



schütz vertikal gerichtet ist, gebraucht das Projektil, Gl. 162 a, 

t — j/ ^ —6«/ "• 
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hier gebraucht ea die längste Zeit zu seinem Wege, steigt aber auch am 
höchsten. 

DL Diunit eine üeschützkugel unter 45° Elevation abgescbossen 
1 Meile ^ TÖOO" weit fliegen kann, moas ihre Anfangsgeschwindigkeit 
(selbstredend von allen Widerständen) nach Gl. 151a 
u = y"gw = V 9,8 1.7500 = 274" sein. 

IIhre gi'ösBte Erhebungshöhe wiivJ sonach, nach Gl. 152 
h=-?'-^'- sin» 45 =1877". 



Die schiefe Ebene, Schraube nnd Keil. 



a) Die schiefe Ebene. 

Der Wert der schiefen Ebene, irgend eine unter einem Winkel zur 
Hortzontalen geneigten Fläche, oder auch Linie, ist uns keinenfalls mehr 
unbekannt, wir haben sie schon öfter in unsere Betrachtungen gezogen 
und ziehen müssen, um uns Klarbeit namenthch über gewisse dem augen- 
blicklichen Zweck entsprechende Kräfte Verteilungen zu verschaffen. 

Augenblicklich wollen wir, abgesehen von den Kräften, die Bewegung 
einer Masse anfeiner schiefen Ebene mit der freien Bewegung vergleichen, 
deren Hauptgrundsätze uns ans der Bewegungslehre bekannt sind. Dort 
(s, S. 1 3) lienutzten wir sie als Mittel zum Zweck, um uns die Voi-stellung 
einer langsameren, kleineren Beschleunigung gegenülier der üvien Fall- 
beschleunigung zu verschaffen. Je flacher die Neigung einer solchen 
Ebene, um so langsamer bewegt sich der Körper; ist die Ebene ganz 
horizontal, so zieht ihn die Anziehungskraft der Erde senkrecht nach 
unten, eine Seitenkraft ist nicht vorhanden, somit bleibt der Körper steheu, 
umgekehrt je steiler die Neigung, um so grösser wird seine Beschleunigung 
p, ist die Neigung 90°, dann fallt er vollständig &ei und es geht die 
Beschleunigung in g über. 

Die Masse m drückt, Fig. 240, senk- '''»• ^^ 

recht auf die schiefe Ebene, d. h. die An- 
iriehungskraft der Erde oder das Gewicht be- 
wirkt den Druck und würde die Masse m ^ 1 
senkrecht nach unten mit der Kraft 9,81 
ziehen. Da fiir uns nun die Masse ra nur 
eine allgemeine Bezeichnung der verschiedenen 
Materien der Körper ist. so wird jede Masse 
mit der Kraft mg, das ist eben das Gewicht, angezogen werden. 
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Bezeichnen wir nun die senkrechte Beschleunigung im Punkte m 
mit g, so ist die längs der schiefen Ebene p^, während die senkredit auf 
die schiefe Ebene^ wie uns schon bekannt, po, die Reibung veranlasst 

Wir wollen nun bei der Bewegung von der letzteren absehen, und 
p^ abhängig von g ausdrücken, so folgt 
(156) Pi=gsina. 

Konmit in d ein Körper mit c" Anfangsgeschwindigkeit an und er- 
reicht er in der 2ieit t die Endgeschwindigkeit v, so ist der zurückge- 
legte Weg 

057) s = -?^t. 

Die Beschleunigung aber längs der schiefen Ebene ist p, und in 
der Zeit t 



(157a) 



V C, V — c, 

Pi = — - — , bezw. g sm a = — - — oder 



I- 



t sm a 
War keine AnÜEmgsgeschwindi^eit vorhanden, so ist c = und wir 
schUessen aus der 61. 157 

(157b) . . s = -s-, g = —r-'' bezw. gsina = --. 

2tsma t 

Die Erdbeschleunigung tritt erst dann in Kraft, wenn a = 90^. dann 
geht g über in g = 9,81. Je kleiner hingegen a, die Neigung, wird, 
um so grösser muss g werden. Wenn die Ebene horizontal, a = 0°, so 
wird g = OO, d. h. dann müsste die Beschleunigung der Erde unendlich 
gross sein, um den Körper vorwärts zu bewegen. 

In den Beziehungen (157) können wir ebenso gut statt g eine all- 
gemeine Bezeichnung p einfuhren, denn g ist je nach dem Winkel a ver- 
änderlich, von unendhch bis g== 9,81. Mit p müssten wir aber in ge- 
wissen Beziehungen eine Abhängigkeit von g, d. h. von der Anzidungskraft 
der Erde darstellen, die nie grösser oder kleiner als 9,81 weiden kann 
und sich eben infolge des Produktes g sin a abhängig vom Neigangs- 
winkd einer gendgten Ebene ändert. 

Sobald wir vom Begriff der Kraft ausgehen, müssen wir zurückgreifen 

auf die Formel p = -^^ g, welche wir auch bezeidm^i kramen mit 

K 
p = g-g = smag. 

Die Neigung der Ebene Hegt hier im B^iifie der Kraft», wir doiken 
uns dieselbe grösser oder kleiner, je nach der grosseren oder geringeran 
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Rrigung. Im Falle der gi-össten Neigung, senkrechte Ebene, wird K = G 
und g, geht in g über, je flacher die Ebene liegt, um so melu- wiiil Kraft 
fdi' den Druck senkrecht auf die Ebene absorbiert, benötigt, um so mehr 
kommt in Abzug von K. Damit sich ein Körper durch die Erdkraft 
getrieben horizontal bewegen kann, müsste diese eben unendhch gross 
sein; oder umgekehrt, wenn a^O, so ist die Anziehungskraft wirkungs- 
los auf die Bewegung, nur eine künstliche Kraft, um diesen Ausdruck 
zu gebrauchen, kann dann eine Bewegung veranlassen. 

Setzen wir in Fig. 340 (i statt g, also das Gewicht statt derjenigen 
Zahl, welche das Gewicht repräsentiert, für eine Masse ra^ 1, und ist 
p, die gedachte treibende Kraft, so ist K = Gsina; die treibende Erd- 
kraft ist also, wie schon erwähnt, vom Neigungswinkel abhängig. 

Kombiniert man die Gl. 157 und I57a mit Rücksicht darauf, dass 
bei Bewegungen von a. nach d p, negativ (Verzögerung) angenommen 
werden muss, iu dem man v eliminiert und auf den Weg s schhesst, so 

rt^ 
t man s = et ±gsino[-y. (158) 

■ 



Wenn keine anfUngliche Geschwindigkeit vorhanden, folgt 

s = gsina-^. (Iö8a) 

Eliminiert man aus GL 167 und 157a die Zeit t, so wäre der zurück- 
gelegt« Weg auf der schiefen Ebene bei c" Anfangs- und v" Endgeschwin- 



digkeit am Ende von s, s = 



tc = o, folgt 
Für a = 90° geht s 
Es ist aber auch sü 



2 g sin sc ' 



2 g sin a 

I h über und man erhält wieder 

h ^ -^ , bezw. v ^ V 2 gh. 



. {158 b) 

. (157 c) 



Es ist aber auch süia^h/s; in Gl, 167 c eüigesetzt, wird dann 

oder auch h = -= — , v = 'Vi gh. 

Die Endgescliwindigkeit v 
ist unabhängig von der Nei- 
gung der schiefen Ebene, 
Fig. 241; lässt man zu ver- 
schieden geneigten Ebenen 
a,d, a,d, a, d gleiche Massen 
herabgleiten oder rollen, so 

Bc«bl, UfObutk. I. 
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kommen sie alle mit derselben Endgeschwindigkeit unten an, diese ist 
gerade so gross, als ob die Masse senkrecht zur Höhe h herabge£Edlen 

wäre, v=V^2gh. 

Erteilt man ihnen alle gleiche AnÜEingsgeschwindigkeiten c, so haben 
diese auch keinen Einfluss; denn nadi GL 158b ist 



s = 



V« — c« 



woraus 



2g 



s 



v=y2gh + c» 

gerade so gross als die Endgeschwindigkeit beim senkrechten Fall und 
c AnÜEUigsgeschwindigkeit 

Je länger aber die schiefe Ebene, also der zurückzidegende Weg ist, 
um so grösser muss die Zeit sein, aus Gl. 158a, worin c = 0, folgt. 



sin a = — eingesetzt, 



s 



<159) 



^ = Vi:i^=^V-^' 



gsma 

Je kleiner h, oder sinoc, um so grösser t und umgekehrt. 
Berücksichtigt man die AnÜEingsgeschwindigkeit c, dann ist nach 
Gl. 158 die fragUche Zeit (s. auch S. 16, 17); 

(159a) ^^ +c±yc^±2 sgrin^ 

^ ^ gsma 

Hier gilt das obere Zeichen vor c für eine beschleunigte Bewegung, 
das untere für Verzögerung; wenn c = 0, folgt wieder 

^ gsma 

^ Wenn, Fig. 342, ein Körper zu der schiefen 

TT Ebene s ohne Anfangsgeschwindigkeit herabgleitet 
f I . benötigt er die Zeit nach Gl. 159 



Fig. 342. 




= s)/ 



gh' 



^ Damit er senkrecht zu einer Höhe h^ herunter- 

I fällt, hat er die Zeit nötig 

i .=»/? 

, welche wir aus s^ = h^ = Vt gt! berechnen können, 

-^il^^ indem wir in Gl. 158, a=90°, Si=hi, t=ti setzen. 
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Soll der Köq»er nun ebenso schnell in h anlangen, 
I soll sein t = t, ; oder die Werte beider eingesetzt, 



38T 
I beisst dies, 



' L' h f B ' 



} 



s« = hh, oder h:8 = 8:h, (160) 

Diese' Gleichung sagt uns, da^ s die mittlere geometrUche Propor- 
tionale zftiaclien h und hj sein muaa, wenn der Körper längs einer 
schiefen Ebene deren Länge s und Hohe h dieselbe Zeit gebrauchen soll 
wie zum senkrechten Fall von der Höbe h,. Solcher schiefen Ebenen 
lassen sich aber in einem Halbkreis unendlich viele einzeichnen; kon- 
struiert mau über h, einen solchen, dann fällt der Körper ebenso lange 
von a nach b, als er von a nach dj oder d^ u. s. w. gebraucht 

Beispiel I. Ein Körper bewegt sicli mit c ^ 3" Anfangsgeschwin- 
digkeit zu einer a =^ 30° geneigten Ebene herab, in t ^ 6 Sekunden wird 
er einen Weg (Gl. 158) 

s = et + '/. g sin a t» = 3 ■ 6 + >/. 9.81 ■ sin 30' • 6» = 106,3" 
zurückgelegt haben, er kommt mit der Geschwindigkeit, Gl. 

Die Beschleunigung des Körpers ist 

g sin a = 9,808 ■ sin 30° = 4,904°. 
IL Die Zeit, die ein Körper gebraucht, nm bei c = H 
gesch windigkeit einer schiefen Ebene herabzugelangen ist, wenn a ^ 45' 
d 8 = 1000" 

— c ± V^c' + 2sgsina _ — 10± /lO'-j- 2 • 1000-9,81 • 8in"46 



gsm (Z 



9,81 
^ — 10 + l^inÖQ" 
0,707 ■ 9,81 

Das negative Zeichen der Wurzel kann nicht h 
Hätte er keine Anfangsgeschwindigkeit, dann w 



sin 45 

= 35 V» Sek. 

1 Betracht kommen. 
äre Gl. 159 






2-1000 



= 170 Sek. al)g. 



( 



gsma ' 9,81-0,707 " 
Die Höhe der schiefen Ebene ist bei 45° Neigung und 1000' Länge 



= 0,707 a 



- 707". 



Fällt der Köi-i>er senkrecht herab, so folgt die Zeit aus 
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vorausgesetzt, dass c = 0. Ist aber c = 10" und der Körper fallt senk- 
recht zur Höhe 707" herab, dann ist die hierzu erforderliche Zdt 
(s. S. 16, 17) 

HL Die Höhe einer geneigten Ebene ist h = 20", die eines senk- 
rechten Abhanges h^ = 500" ; damit ein Körper ohne Anfangsgeschwindig- 
keit dieselbe Zeit zu der h = 20" hohen schiefen Ebene als zu dem senk- 
rechten Abhang von h^ = 600" herabzugelangen braucht, muss die Länge 
der geneigten Ebene nach Gl. 160 

s = Vh\ = /20 . 600 = y 10000 = 100" 

20 
sein; also eine Neigung haben, die sich aus sin a = -:r^ = 0,2 ergiebt, 

nämUch a = ll°30'. 

IT. Es stossen zwei gleich hohe 
schiefe Ebenen von 30° und 60° 
Neigung aneinander. Es laufen 
zwei Körper nach beiden Ebenen- 
richtungen herab, Fig. 243 (natür- 
\ Uch ohne Widerstand); der eine 
^ gelangt in a in 



Fig. 843. 




der andere in 






2-400 



9,81. sin 30* 



2. 231 



= 12,6'', 



= 63,3", 



9,81. sin 60^ 
unten in b an. 

Die Geschwindigkeit, mit der sie ankommen, ist in beiden Fällen 
gleich (s. Fig. 241), da h = 200, Fig. 343, 

V = y2.g.200 = 63". 

V. Der S. 12 in der Bewegungslehre Beispiel X erwähnte Körper 

bewegt sich mit p = 3" Beschleunigung. Läuft er zu einer schiefen Ebene 

herab, dann hat diese eine Neigung, welche sich aus 3 = g sin a ergiebt, 

3 
sie ist sin a = = 0,306, somit a = 17° 60'. 

Wiegt der Körper 6 = 80 Klg. , dann wird er von der geneigten 
Ebene derart im freien Fallen zurückgehalten, als ob eine Kraft 

K = G sin a = 80 . 0,306 = 24 Hg. 
auf ihn einwirken würde. — 
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Deukeii wir uns, Fig, 344, ein Ge- 
wicht auf einer schiefen Ebene liegen, 
welclies von der Kraft K dui-ch Vennit- 

i.ung einer Rolle in Bewegung gesetzt, 
die Höhe gezogen wird, die Rolleu- 
ifen und Schnurwideretände sollen 
cht in Rücksicht gezogen werden, so 
wird die Ki'aft K mit einer gewissen Be- 
K 



Bcfaletmigung 



Hfeek. 



- g siiilten. Nach 




dif 



;. hat K die Geschwindigkeit v =; pt 
I den Weg s =^ Vj pt* erreicht 

Ersetzen wir aber die Ki'aft K 
durch ein Gewicht G, dann ist die 
Triebkraft K ^ G — Q sin a, sofern G ]> Q sin a gedacht wird; 

(iregenden Gewichte sind G + Q, idao wird die Heschleunigimg, mit der 
einkt, ohne Berücksichtigung der Reibung von Q auf ab 
G — Q sin a 
Wei 
= 0, 



0+Q 



(161) 



Wenn a = 90^ 



, Bemerk.); 



= 0, dann sinkt G mit der Beschleunigung des freien Falles p^^g. 
Ziehen wir aber die Reibung in Betracht, dann müssen wir die Rei- 
bungskraft f Qcosa noch von der lüuft selbst in Abzug bringen, es 
wird dann diese G — Qsina — 9 Q cos a, sonach die Beschleuotgung, 
mit der G sinkt 

G — Q sin a — 9 Q cos a __ G — Q (sin a -|- 9 cos a) 



G + Q 
Wenn G = 0, 



(162) 



G + Q 
j folgt 

p =* — (sin a + 9 cos a) g (a) 

p wird negaüv, weil Q jetzt zur Ebene herunter rutscht, nicht mehi- 
' ursprünglich augenoniineuen positiven Richtung des smkenden Ge- 
Sites folgt, sondern sich diesem entgegen bewegt 

Ist kerne Reibung vorhanden, 9^0, dann wird p = — gaino, 
( Beschleunigung der Neigung a entsprechend. Weim a ^ 90°, daun 
; wieder p = — g. — 

Setzen wir voraus, dass das Gewicht Q eine grössere Rtaft auf G 
lübt, so dass G steigen muss, dann ist wie leicht zu übersehen 

QBin« — 9QGosa — G Q (sin a — 9 cos a) — G 

GTQ ^" G + Q 



-g. Cl62a) 




390 Die schiefe Ebene. 

Wenn G = 0, so folgt, dass Q fällt mit der Beschleunigang 

(b) p = (sin a — 9 cos a) g. 

Für 9 = wird p = + g sin a, wenn a = 90°, p = + g. 
Ist 9 = tang a, so wird die Beschleunigimg 

(^> P = --GTQ-g- 

Hier wird Q von G nach oben, der steigenden Bewegung von G 
eistgegen gezogen, aus welchem Grande p negativ werden muss, die 
Zugkrtdl Q sin a wird durch die Reibungskraft aufgehoben. 

p,^ 34^ Setzt man endlich in obige Formeln 

h , 1 

sm a = — und cos a = — , 

s s 

dann werden diese unabhängig von dem Neigungs- 
winkel, selbstredend aber abhängig von der limge 
und der Höhe der geneigten Ebene. 

Die Beschleunigung, mit der G sinkt, wird dann nach Gl. 162 

G--^(h+(pl) 
(162b) .... p = g G + Q • 

In Fig. 345 sind zwei Ebenen von verschiedenen Neigungen und ver- 
schiedenem Material zusammengestellt Offenbar müssen wir, von jeder 
Seite besonders betrachtet, ähnliche Formeln wie die eben gefundenen 
eihalten. 

Ist die Wiikung des Gewichtes Q^ derjenigen von Q ubermegend, 
dani^ resultiert, wie wohl leicht übersehen werden kann, weil 

G = Qi sin 04 — 9,, Q cos 04, 
, j. Q. sin 04 — 9,, Qi cos 04 — Q sin a — 9 Q cos a 

(d) . P = q:Pq; g. 

Wird aber Q>Qi bezw. eizeugt Q die Bewegung, dann wird 
, ^ Qsina — 9Qco6a — Q^sino^ — 9,^Qco804 

W . p ^ ^ oqro; g, 

wenn 9 und 9,, die beiden Reibungskoeffidenten der gleitenden Reibung sind. 

Man erhält etwas zusammengezogen 

(Qi (sin 04 — 9,^ cos 04) — Q (sin a + 9 oos a) , 

] Q (sin tt — 9 cos tt) — Qt (sm 04 + 9,, cos 04) 

r~ Q+Q. ^' 

Wendet man statt Reitender Rabung RoUenbewegung an für Q 
besw. Q^, dann treten die S. 15t etc. erwähnten Zo^oäfte mit Rück- 
sicht auf die RoUendimensionen in Kraft. 
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VI. Es sei G = 2000Klg., Q=1500Klg., a = 20° und soU im 
Sinne der Fig. 344 Q gehoben werden. Q sei aus Eisen und die Ebene 
habe auch eine eiserne BaJin. 
^ Neliraen wir al)g. 9^=0,2 an, so folgt nach Gl. 162 
2000 — 1600 (sin 20 + 0,2 cos 20) 



P = - 



= 0,34 g 



2000 + 1500 

^" G winl mit dem dritten Teil der Erdbeschleunigung sinken. Legen 
wir Q auf 500"" starken Walzen, dann ist, wenn der Wälzungsreibungs- 

koefficient ipj =: 0,6 angenommen wird 

^ 2000-1600. ,in20--'l''-a5!J^ 

^B 500 -\- 1 

■ 1' = <»nnj-9non « '^"' 



2000— 1600 0,342 — 



Pi = 



0,6 -1600 -0,94 
600+1 



= 0,42 « 



3500 
G sinkt hier sclineller, weil weniger Reibung vorhanden ist. 
G wird in 10 Seit, die Geschwindigkeit 

T = 0,34.g. 10 = 34- obg. 
im ersten Fall, und 

T, = 0,42. g. 10 = 42- abg. 
k letzteren Fall erreicht haben; hierbei die Wege zurückgelegt haben 



^^m le' 

I 

w „_.„„.. 

^H 600 + 1 

^H Hat die Rollo R, Fig. 344, einen Halbmesser von R= 1,2" dann 

^^H ihr Betriebsmoment im letzteren Falle M ^ 1,2 . 515 = 618 Klgm. 

^^H Wird G im letzteren Falle mit v = 0,8- OeschwHidigkeit pro Sek. 

^^Hlregt von der Betriebskrafl, dann muss die letztere 

^B' V 516.0,8 ,„ 



-|-pt« = -^0,34-g-10*=170" beKw. 210-. 

Gleichgewicht würde eintreten, wenn 
I G = Q (sin ot + 9 cos a) = 1500 (sin 20 + 0,2 cos 20) = 795 Klg. 

HGt dieser Kraft müsste Q auf der Ebene fortbewegt werden bei 
^tender Reibung; bei wälzendem Widerstand mit 

= 1500 (sin 20 + *!'^nl^! = ^'^ Klg. 



75 



entwiclieln und die Jtolle B, 

_ 60 . V _ eO • 0,8 
"~T7^~ 2-3,14.1,2 
in der Minute niacbeu. 



= 7 Umdrehungen 
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YIL Zwei aneinander gebaute schiefe Ebenen haben die Steigungen 
ttj = 40° und a = 20°. Eine Lokomotive von Qj = 300 Ctr. = 15000 Klg. 
soll über eine Rolle einen Wagenzug von 6 Wagen ä 100 Ctr. = 6000 Klg. 
mögUchst ohne Kraftanstrengung in die Höhe ziehen. Es ist also 
Q = 5 • 5000 = 25 000 Klg in Rechnung zu ziehen. Verwenden wir die 
Gl. d bezw. die erstere der Gl. 162 c, so stellt in diesen Qi9,, cosa^ und 
<2 9 cos a fiir jede schiefe Ebene der zu überwindende Eisenbahnwagen- 
bezw. Lokomotivwiderstand dar. Dieser ist aber (s. S. 166) in unserem 

Fall cos OL -3^ für die Lokomotive und cos a -^rzr^ für die Wagen. 



Die Bewegungsgleichimg im Sinne der GL 162 c wird dann 

cos 20 

or\a All I II am VII -U 1.1 . 

80 
p = 



Q, 8in 40 — ^ cos 40 - (q sin 20 + Q -^g?^) 



Q + Q, 



g oder 



16 000 . 0,633 — 26 000 • 0,347 „ ^„, 

P = 16 000 + 26000 8 = ^'^^1 g = 0,18-. 

Das Gewicht der Lokomotive ist also noch imstande, abgesehen von 
den Rollen- imd Seilwiderständen, auf die wir in den Anwendungen noch 
zurückkommen werden, die Wagenlast zu befördern. 

Die Betriebskraft wäre hier 

K = 15 000 . 0,643 — 25 000 • 0,342 = 1 100 Klg. 

Bei 2°" Betriebsgeschwindigkeit müsste die Lokomotive eine Kraft ent- 



wickeln von 



N = 
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b) Die Schraube. 

Verfolgt man einen Schraubengang, Fig. 346, abcdef, so erhebt sich 

Fiff. 346. Fiff. 846 a. 

«- — cj — - • 

„ " 





7 



selbe bei jedem vollständigen Umgang um die sog. Steigung s. Legt 
Fack'u Ulli" einen solchen Umgang cde und tmgt sich den 






Fij. SI6b. 




-,^rr"^"^ 


\r - 

















Umfang Tcd des Schraubencyliuders auf eine gerade Linie mu ab, an 
deren Ende d die Steigung s aufgetragen ist, so stellt die Hypothenuse 
mt^des /\ mnt die Länge cde dar. 

Wii- haben eine scliiefe Ebene vor uns, welche den Schraubengang 
vertritt, und auf welche dui"ch eine horizontal wirkende am Umiang des 
Schraubency linders angreifende Ivraft p eine auf die schiefe Ebene also 
auf deu Schraubengang einwirkende Last Q (die Schraubeimiutter) be- 
fordert werden soll; die letztere übt hieniacb den senkrechten Druck Q aus. 

Sehen wir auch hier erst von der Reibung ab, so kommt von den 
Teükräfton p, und po, in welclie sich Q zerlegt, nm' p, in Betracht, 

rse zieht in Richtung der Schraubenlinie nacli unten. 
fcigi 



) ist nun - 



f folgt fui- 



, sonach p = 



= Q tang a = 



und da p, = 



-«=^ 



(163) 



Multipliciert man beiderseitig mit r, so erhält man das Moment, 

welches ei-fonlerücb wird, um die Schraube zu drehen, wenn die Mutter 

mit Q Klg. senkrecht auf das Gewinde lastet, oder mit welchem man die 

HUttttti* in Umdrehungen versetzen muss, um deu Scbraubenbolzen , der 

^Kuin Druck von QKlg. Widerstand leisten soll, zu drehen. 



pr = r 



M.= 



2r3i *^ 2 
— Q = PR = 



- Q , oder 



pr. 



(164) 



In dei' folgeuden Betrachtang wollen wir die Reibung mit in Ruck- 
«cht ziehen (s. Fig. 347). 

Die Reibung wird veranlasst durch die Teilkräfte pg und Kg, die erster« 
g Q, die letztere von p herrührend; die Kräfte K, und p, wirken in Rieh- 
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Fig. 347. 



tong der Schraubenlinie , p^ 
nach unten, K^ nach t zu, die 
letztere strebt Q nadi oben zu 
heben, aufzuschrauben. 

Damit Q in die Höhe gelan- 
gen kann, muss K^^pi sein, 
K^ — Pi hat sonach als Betriebs- 
kraft Äe Reibung (Ko + R)) 9 
zu tiberwinden, Gleichgewicht 
tritt ein, wenn 

(a) Kl— Pi = 9(Ko+^)• 
Aus der Figur ist ersichtUch, dass 

Pi = Q sin a, p^ = Q cos a, K^, = p sin a, K^ = p cos ou 

Führt man diese Werte ein in (a), so erhalt man 

(b) . . . . pcosa — Qsina = 9(psina4"Qcosa). 

Von Interesse für uns ist es mm zu wissen, wie gross p ist, wenn 

Q, OL und der Reibungswert 9 bekannt 

Aus (b) findet man 

Qycos« + Qsina ^^^ ^ 











f 
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1 




"^^\ 
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1 \A 
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cos a = 



cos OL — 9 sm a 
2 Tcr dTc 



1 



= — 5—, sm a = 



1 



> 



s 

T 



(166) 



^~^ 2r7c — <p8 ~^ dTc — <p8 • 



p greift am Umfang der Schraube an, das Moment um Schraube 
oder Mutter zu drehen, finden wir wieder durch Midtiplikation mit r^ es 
ist dasselbe 

^ ^ ^ ^ 2r7c — <p8 2 ^ die — 98 

Fällt die Reibung hinweg, so wird 9 = gesetzt, 

M, = Q -=: — wie oben. 

Ist man genötigt ziu* Überwindung dieses Momentes eine Räder- 
übersetzung in Anwendung zu bringen, dann folgt diese nach GL 32 aus 
(167) nPKi = M.. 

Beispiel L Beistehend sei eine Schraubenwinde dargestellt^ welche 
Q = 40 Ctr. = 2000 Klg. Last auf die Höhe H = 1"= 1000— heben so! 
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Dea-Schraubendurchmesser*) sei {1=52"", 

die Steigung s = 8™ ; die Reibung 9 = 0,3. 

Das Reibuiigsmoment ist nach Gl. 166 

3 5J- 3,14 — 0,3.8 

= 18 500 Klgnim. 
Wendet man nur Hebung der Last zwei 
Stangen von je 800" Länge an, an jeder 

f' ke die Kraft P, dann ist die letzt^re 
,, 18 500 ^..., 



2-800 
Würde man statt der Druckhebel zwei 
Kegelrader zuni Betrieb anwenden, wovon 
das eine als MutteiTad konstruiert sein müsste, 
80 würde bei n = l Mann, P= 15Klg. Druck, 
K = 400°"* Kurbelhalbniesser, die Über- 
setzung sein müssen 

m . _ M. _ 18 500 _ 

B ^ uPK ~ 15-400 ~ 




c) Der KeiL 

Stellt maji zwei schiefe Ebenen in der Weise zusammen, wie die um- 
stehende Figur 349 angiebt, so erhält man die Eeilform abc. Auf dem 
Rücken ab eines solchen Keiles, den wir uns hier als gleichschenkeliges 
Dreieck im Durchschnitt denken, wirkt eine Kraft P, welche auf jeder 
Seite der Keilbahn einen Normaldruck Q oder Horizontaldnick Q, aus- 
übt. P kann als i-uhendes Gewicht, wie beispielsweise bei den Gewölbe- 
steinen, aufgelasst werden, oder es wirkt P herrührend von einem fallen- 
den Körper als Schlag- oder Stosskraft; seine Wirkung vergrossert sich, 
im letzteren Falle, wie wir später noch sehen werden, dann um ein Be- 
deutendes. 

*) Ist B die ErhebuDguhChe, dann ist, wie wir in der Featigkeitdehre noch 

nachweisen werden, für Schraubenwinden d°"° := 10 -j- 0,2 V^ VQ ■ ^^ Steigung 
gas -. 2 -}- 0,9 d fQr flache Schrauben gänge. Für Fratcen winden mit Zahnstangan, 
w«m t Teilung, b Breit« und a Stärke der Zahnstange 
a = V, bis •/, b, b — 2 1, 

b— = 15 -f 0,2 ■/§" -/qT 
Wir werden in den Anwendungen noch nHher auf die Schraube larOck- 
kommen. 



396 



Der Keil. 



Die Anwendung des Keiles zum Klemmen, Pressen, Spalten u. s. w. 
dürfte als bekannt vorausgesetzt werden. 

An dieser Stelle wollen wir uns auch vorläufig damit begnügen, P 
abhängig von Q, Qq und der Form des Keiles zu entwickeln, und be- 
halten uns vor, in den Anwendungen später auf weitere Kombinationen 
im Sinne der Praxis einzugehen. 

Flg. 849. 





\<51 T/ 






Lassen wir das Gewicht des Keiles selbst ausser Acht, so soll die 
Kraft P so auf' den Keil einwirken, dass der letztere um eine Strecke 8 
in senkrechter Richtung vorrückt Hierbei schiebt oder presst er iKNmal 
oder horizontal mit den Kräften Q bezw. Qq die Kdlbacken auaemander; 
so dass die Normalkraft Q den Weg a zurücklegt. Während des Vor- 
rückens aber reibt sich die Keilbahn ac an der Backenbahn und zwar 
auf die Weglänge X. Ist 9 der Reibungskoeffident, so ist die Reibungs- 
arbeit 9QX; die Arbdten der Kräfte P und Q sind Ps und Qa. Auf jede 
Keilhälfte kommt aber die Kraft P/2, die Arbeitsgleichung ftir dne KeQ- 
hälfte ist sonach 

(a) |-8 = Qa + Q9X. 

Dividiert man durch s, so folgt 

Nun ist — = sin -3- und — = cos -tr-, demnach wird 
s 2 8 2 



(b) 



P = 2 Q (sin -|- + 9 cos -|-) 
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und wenn die Kraft P gegeben ist, folgt 

Q=4 — ^ ^ (^^^^ 

sin -g- + <P cos -g- 

Ist keine ßeibung vorhanden oder soll diese nicht beachtet werden, 
dann folgt för <f = o 

Q= -%- (168a) 

2sin-^ 

Je kleiner ^, je spitzer der Keil, um so grösser wird Q, um so 
leistungsfähiger ist die Kraft P, ein spitzer Nagel dringt leichter ein als 
ein breiter. 

Wenn -^ = 90°, dann muss P = 2 Q werden. Aus Gl. 168 a folgt 

P = 2Q8in-^, je kleiner also i^ um so weniger Kraft ist zum Vor- 
dringen des Keiles nötig, wird ^ = o, dann folgt auch Fig. 85i. 
P = 0, d. h. wenn man von der Reibung absieht, so dringt 
ein solches Parallelpiped, Fig. 351, denn von einem Keil 
in obigem Sinn kann nicht mehr die Rede sein, von 
selbst durch sein eigenes Gewicht ein, es fällt zwischen 
den Backen hindurch. Nach Gl. 168 ist 



Pr=2Q f sin-^ + 9 cos-^) und für i^ = o 




P=2Q9. 

P ist die erforderliche Reibung an den Seitenwänden 
in diesem Fall, welche das Parallelpiped noch hält. 

Verlängert man Q bis zum Schnittpunkt in 0, so sind Q die Teil- 
kräfte zur Resultante P. Der Winkel bei ist 

2(90 — y) = 180 — *. 
Nach dem Cosinussatz ist dann (s. S. 64) 

Q« == Q« + P« — 2 PQ cos (90 2") woraus 

Q = ^-^ wie in Gl. 168a. 

2sin^ 

Zerlegt man Q in die horizontale Kraft Qo imd in eine Vertikale, 
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80 ist die erstere 



^ Qo 

Qo = Q cos -^, woraus Q = — ^^ 



cos 



in (b) eingeführt, ergiebt sich 



(c) 



_o Qo 



P = 2 



(sin 



cos 



+ <p co8-^J = 2 Qo (tang-^ + 9). 



(169) 



Hieraus wird die horizontale Keilkraft 

P 



Q« = 



2(tang-g- + <p) 



und wenn 9 = 0, keine Reibimg vorhanden ist, 

(1698) Q^ = ^COtg-|^. 

Fig. S5Sa. 




♦a 










In Fig. 352 soll die ganze 

KraftP angewendet werden, 

um den Keilbacken seitlich 

zu schieben bezw. Fig. 352a 

hoch zu heben. Es ist hier 

auch wieder, wenn 9 und 

9„ die ReibungskoeffideD- 

ten an der schrägen und 

senkrechten Keilbahn Ps = Qa + Q?^ + Qo9"^ 

die Arbeitsgleichung, welche aus der Arbeit der 

Kraft P, des Keilbackens und der Reibungsarbeit 

der beiden Keilbahnen besteht 

Dividiert man durch s, so folgt 

P = Q-f + Q9^ + Q,9». 

Führt man die trigonometrischen Beziehungen 

— = smp, — = cosp 
s s 

und aus der Figur ersichtlich Q^ = Q cos ß ein, so eiiiält man zunächst 

P = Qsinß + Q<pcosß + Q<p,, cos ß oder 

(170) . . P = Q[sinß-hcosß(<p-h9,0], 
woraus 

(170a) .... Q= . 3 . ^ — ; -. 

^ ^ 8mß + co8ß(9 + 9,,) 



Setzt maii Q ^ — ^ - iu Ol. 170 ein. so folgt 
cos p 

P = Q, (tnng ß + 9 + 9„) und 

«« = tSiFF?+?;:- ■■■-•■ <"°^' 

Ohne Rücksicht aut die Reibung ist 

Q = ^^ und Qo=Pcotgß (170c) 

Beispiel I. Eiii Holzkeil wird mit einer Kmft von P = 1000 ein- 
triebeni wenn ^ = 29'', dann ist nach Gl. 168a die Kraft Q auf 



2000 Hg., beiderseitig 4000 Klg. 
[skoefficient an, so folgt GL 168 
652 Klg., beiderseitig 1304 Klg. 



2 8inl4"30' 2-i 
Nimmt mau 9 = 0,&4 als ReibuugskoefScient an, so folgt GL 168 
1000 



2(0,2Ö+0,54coh14''30') 
II. Ein Gewicht Qo = 600 Klg. benötigt zum senkrechten Heben 
(^ 14" emo Keilkrart nach Gl. 170c. 

p =: _Ä-^ ^ 600 • lang p = 600 • 0.249 = 150 Klg. 
cotg ß ^ '^ 

Hat der Keil eine Reibung zu überwinden, deren Koeffidenteu 
9 = 9„ = 0,14 sein-mögen, dann folgt nach GL 170b die Keilkraft, 
eiserne Keile vorausgesetzt 

rP = 600 (0,249 + 0,28) = 600 ■ 0,329 = 196 Klg. 
Ein Stoss entstellt, wenn ein Küri>er in seiner Bewegung plötzlich 
unterbrochen wird, seine Bewegung also nicht fortsetzen kann; der Drack, 
welclier in diesem Augenblick von dem stossendeu Körper ausgeübt wird, 
ist die Stosskraft Der gestossene Körper nimmt hierbei Krall in 
sich auf, wodurch seine Rulie in Bewegung, ev. seine Bewegung in eine 
andere übergeht, der stosseude Körper wird hierbei selbst in seiner 
Bewegung beeiuHusst, da er einen Teil seiner urspriinghchen Kraft ver- 
loren hat. Die Beschaffenheit der Materie der stossenden Köqier wirkt 
hierbei entscheidend. 

Ist die eine Masse odt'r sind beide stossende Massen weich, nicht 
widerstandstähig genug, haften die einzelneu Körperelemente weniger fest 



Die Stosskraft«. 
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aneiD ander , ao dringt der eine Körper eventuell in den anderen ein, e^i 
treten Veränderungen der Materien selbst ein, wohl gar vollkomnietii' 
Zerstörungen. Wurden solche beabsichtigt, dann war der Stoss uiitit- 
lieh, im andern Fall natürhch schädlich und bt es eben erforderlich, 
die Kräfle und Geschwindigkeiten zu bestimmen, um die Nützlichkeit bezw. 
Schädlichkeit vorher beurteilen zu können. 

Sind die stossendeu Körper aber so beschaffen, dass nach dem Stoss 
sich geringe, nichts sagende, oder kaum bemerkbare Veränderungen auf 
der Oberfläche zeigen und infolge des Stosses die Köri)er ihre Oberitächo 
kaum ändern oder nicht mehr ganz in ihre ursprünghche Gestalt zurück- 
kehren, dann ist der Stoss unelastisch, die Körper sind hart. Sie 
werden nach dem Stoss gemeinschaftlich als eine Masse, vin Körper, 
ihre veränderten Bewegungen fortsetzen oder stehen bleiben. 

Treten aber Veränderungen auf einem der beiden stossenden Körper, 
oder auf beiden derart ein, dass sich die Oberflächen wie Federn ver- 
halten, welche zusammengedrückt, wiedei- auseinander geben, so werden 
die stossendeu Körper zwar in ihrer Gestalt verändert, aber da sie wieder 
in ihre ursprüngliche Gestalt, um deu Ausdruck zu gebrauchen, Kurück- 
schnellen, so sind dim;h den Stoss den Körpern innere Kmfte zugeteilt, 
vermöge deren sie imstande sind, riickwirkend sich zu äussern, der St«ss 
ww elastisch, da es die Körper selbst sind. Nach dem Stoss werden a» 
sich wieder gegenseitig auseinander treiben. 

Bemerkung. Infolge des Stosses tritt aber auch eine momentane 
Temperaturveriinderung in den Körpern ein, auf die wir aber keine Röck- 
sicht nehmen wollen. Ein mit einem Hammer eingetriebener Nagel wird 
warm, eine Flintenkugel ebenso, wenn sie in Holz, Eisen oder in an 
anderes Klaterial eindringt, die Wärme teilt sich dem Material mit. Die 
in der atmosphärischen Luft eingehüllte sich bewegende Erde würde, 
wenn sie plötdich durch einen Weltkörper in ihrer Bewegung ver- 
ändert würde, an der viel nachgiebigeren LuAmtisse ein Hindernis finden, 
und ihre Temperatur zu unserem Nutzen oder Schaden verandem. — 

Bewegen sich die Körper entgegenstossend oder aufeinander i 
in der Verlnndangslinie ihrer Schwerpunkte, so ist der Stoas oenJ 

Rk 3M. Fl«. IM». 



e-e- '^^ 



geradö, ccntrisch, Fig. 363. Bilden die Bevregungsricbttmgen 
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Winkel miteinander, Fig. 364, dann ist der Stoss schief. Liegt der Schwer- 
punkt der Körper ausserhalb der Stosslinie, Fig. 364a, dann ist der. Stoss 
excentrisch. Endlich können sich die Massen vollkommen frei, Stoss 



Flg. 854. 



Fig. 354 a. 



Fig. 355. 






freier Körper, bewegen oder die Körper können teilweise oder ganz 
unterstützt sein und stossend aufeinander einwirken, Fig. 355, excen- 
trisch schiefer Stoss. 

Auf besondere praktische Anwendungen werden wir erst später zu- 
rückkommen und begnügen ims an dieser Stelle mit der Entwickelung 
der Hauptgrundsätze. 



1. Stoss unelastischer Körper. 

Bewegen sich zwei Massen M, m mit den Geschwindigkeiten C und 
c gegeneinander, Fig. 353a, und zwar central in den Schwerpunktsrich- 
tungen, so leisten sie die Arbeiten MC und mcKlgm. Sind beide Ar- 
beiten in jeder Sekundö gleich MC = mc, dann ist der Zusammenstoss 
wirkungslos, beide bringen sich gegenseitig zum Stillstand. Ist aber die 
Arbeit MC grösser als mc, und stösst M aufm, so geht die überschüssige 
Arbeit MC — mc auf beide Massen über, welche jetzt gleichsam zu einer 
Masse M + m vereinigt, mit der Geschwindigkeit v sich weiter bewegt^ 
und hierbei die Arbeit v (M + m) verrichten kann. Es muss also 
Gleichgewicht eintreten, wenn die Arbeit MC — mc an v (M-j-^i) ab- 
gegeben ist; da keine Arbeit verloren gehen kann, so folgt 

v(M + m) = MC — mc 
und die Geschwindigkeit v hieraus, mit der sich beide Massen vereint 
nach dem Stoss weiter bewegen, 

v==-.ir-i (171) 

Die Bewegungsrichtung der grösseren Geschwindigkeit C ist mass- 
gebend. 

Beoht, Xeoluuük. I. 26 
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Folgen beide Massen aufeinander, Fig. 353, so muss, weil wir C>>c 

annehmen, die Masse M die andere m überholen, sie stossen zusammen, 

ihre Arbeiten MC und mc vereinigen sich zu MC + mc. Sie bewegen 

sich jetzt wieder nach der Bewegungsrichtung der Geschwindigkeit C mit 

der Geschwindigkeit v weiter als eine vereinigte Masse M -|" ni, welche 

die Leistungsfähigkeit (M + m) v besitzt. Die Arbeitsgleichimg ist dann 

(M4-ni)v = MC + mc, woraus die Geschwindigkeit nach dem Stoss 

,.„^ N MC + mc 

(171a) v= ^ "?" . 

^ M + m 

War die Masse m in Ruhe, also c = o, dann ist natürlich in beiden 

Fällen 

^''^^^ ^ = -M-+^- 

Aus Gl. 171 findet sich, wenn man die GUeder mit M und m zu- 
sammenzieht, 
(a) m(v + c) = M(C — v). 

Nach dem Zusammenstoss hat also M an Geschwindigkeit veiioren. 
Während diese Masse vorher die Arbeit MC leisten konnte, ist sie jetzt 
nur noch fähig, die Arbeit zu leisten M (C — v), denn von ihrer Ge- 
schwindigkeit C kommt v in Abzug, m hingegen gewinnt durch den Zu- 
sanmienstoss. Die Geschwindigkeit dieser Masse c hat um v zugenommen 
gerade soviel, als C abgenommen hat an Geschwindigkeit; und Stossver- 
luste sind keine vorhanden. 

Löst man Gl. 171a in demselben Sinne auf^ so erhält man 
(b) m(v — c) = M(C — v). 

Die Masse M hat hier auch n^ieder einen Teil ihrer Arbeit abgegeben 
Mv, den Gei^inn übeminmit die Masse m, denn mv muss immer grösser 
werden als mc, weil sonst die Unke Seite der Gleichung negativ werden 
^iirde und der Verlust der Geschwindigkeit C nicht an m übergehen 
könnte. 

Beispiel L Es sei M = 24, m = 8, C = 16 und c = 6. 

Die Massen M und m (oder Gei^ichte Mg und mg) stossen auf- 
einander; ihre gemeinschaftliche Geschwindigkeit nach der Bewegungs- 
richtung C ist Gl. 171 

_ MC — mc _ 16-24 — 6>8 __ ,^,, . 
^' ~ M -h m ~ 24 + 8 — ^^ /« • 

Die Masse M hat also 16 — 10,5 = 6,5" G^chwindigkeitsyerlust, 
imd m hat soviel an Geschwindigkeit gewonnen, somit an Wirkungsglosse. 
Der Arbeitsverlust M • 5,5 = 24 • 6,5 = 132 Klgm. konunt der Masse m 
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l gute, deuu uach Ol. (a) ist 

m (v + c) = 8 ■ (10,5 + 6) = 1 6,5 ■ 8 = 132 Klgin., 
> der Gowimi aii Arbeit 132 — me= 132 — 8-6 = 84 Klgin. 
IL Folgen beide Massen einander in «ntraler Richtung, so ist 
I GL lila 

_ MC + cm 16.24 + 6.8 ,,,. 

'■-TT+TS"- W+s -"■■'■ 

Die Geschwindigkeit nach dem Stoss wird grösser wie oben, der 
i genngerer, weil die Massen nicht gegeneinander einwii-ken. 
Die stoaaeiide Masse M, mit der Geschwindigkeit von 16" verliert, weil 
sie die andere Masse mit sich i-eissen muss. Der Geachwindigkeitsverlust 
ist jetzt nur C — v=^I6 — 13,5^=2,5"', also 3"" geringer wie oben, da- 
nun laufen die Massen nach dem Stoss schneller wie oben. Nach Gl. h 
ist 8U3,5 — 6) = 24(16 — 13'/,) oder 8-7,5 = 24-2,5. 

Die Masse m ^ 8 bewegt sich jetzt mit 7 V»"" Geschwindigkeit mehr 
als vor Ji.'ni Stoss. 

Der Arbeitsverlust des Stosses 24 ■ 2,5 ^ 8 ■ 7,5 ^^ 60 lilgni. ist jetzt 

E'""inger wie oben, um 132 — 60^72 Klgm, 
III. Ist ni in RuLu, danci ist die GescltHiudigkeit nach dem Stoss 
17lb 
MC _ 24-16 _ 
M-l-m 24 + 8 "■ ■ 
M hat jetzt 4' an Geschwindigkeit eingebUsat; beide Massen bewegen 
weil mit 12" Geschwindigkeit weiter. Die früher ruhende Masse m hat 
die Arbeit 4-24 = 96 Klgni. übernommen, und bewegt sich jetzt mit 
der Geschwindigkeit v=^12"', kann also die Arbeit leisten 8- 12 = 96 Klgm.. 
wenn wir die Massen unmittelbar als Gewichte aufftiasen. — 

Setzt man in die Gl. a und b fih' v die Beziehungen 171 und 171n 
(ön, BQ erhält man den Stoss-Gewinn oder -Verlust S;^M(C — v) bei 
^nstosB 

CM — cm \ Mu: 



S = M (c 
( gleicligerichtetem Stoss 



I + m 



M-J-m 



(C + c) 



=m(c-^^^+^ 

V M-|-m 



Mn 



^ H + m 

Für obiges Beispiel ist wie uns schon bekannt 
Mm ,„ , , 24-8 
ir+nr<'^ + '"=24+i 

Mm ,p „^ _ 24-8 

'24 + 1 



(C-c). 



(172) 



(172a) 



M- 



-(C-c) = 



j(16 + 6) = 
-(I6-6) = 



132 Klgm.; l>ezw. 
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Man nennt den Ausdruck -^^j—. das harmonische Mittel 

M + m 

Stösst eine sehr grosse Masse M mit einer ruhenden sehr kleinen 

zusammen, dann wird in der Geschwindigkeit der grossen Masse wenig 

oder gar nichts geändert, der Einfluss der kleinen Masse ist NulL Stöest 

z. B. eine schwere eiserne Kugel gegen eine Erbse, so rollt die Kugel 

nach dem Zusammenstoss mit kaum veränderter Geschwindigkeit weiter. 

Denn Gl. 171b lässt sich auch schreiben 

^ MC ^ C 

M + m 1 i_ °^ " 

Ist jetzt M sehr gross gegen m, so kann man -^ nahe Null an- 
nehmen und findet v = C. Ist hingegen M sehr klein gegen m, so wird 
das Produkt MC nahe Null, somit v = o. 

Stösst die Erbse gegen die ruhende eiserne schwere Kugel, so blei- 
ben sie beide hegen; die Masse der Kugel nimmt den ganzen Stoss in 
sich auf, ohne sich zu rühren. 

Sind die Geschnsnndigkeiten oder Massen gleich, dann yereinÜEUJien 
sich die Ausdrücke in leicht zu übersehender Form. 



2. Stoss elastischer Körper. 

Stossen zwei elastische Massen mit den resp. Geschwindigkeiten 
C und c aufeinander, so ändern sie im AugenbUck des Stosses ihre Ge- 
stalt. Die Stossfiächen werden zusanmiengepresst wie ein Gummiball, 
und schnellen im nächsten AugenbUck vrieder in ihre ursprüngliche Ge- 
stalt zurück. Wir wollen annehmen, dass MC ^ mc und dass der Stoss 
central ist. 

Setzen vnr zunächst Gegenstoss voraus, und betrachten die beiden 
Körper in dem AugenbUck des grössten Zusanmienstosses, in welchem 
die Stosskraft die Körper bis zum Äussersten zusammengedrückt hat, so 
bilden sie jetzt zwei harte Körper, ihre Geschwindi^eit müsste sein 

MC — mc 
V. = — ^,-7— - (c) 

Die Masse M hat nun durch den Stoss an Geschwindi^eit (C — v») 
verloren« denn sie wunle in ihrer IVwegmig von der Masse m aufgdiaUen. 
^Yürden die Massen im AugenbUck des Stosses stehen Udbai, so würde 
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mit der Geaoliwindigkeit C — v, vermögt' ihrer Federkraft zui-ück- 
echnelleii von m. yen m zuriickgeBlosaen wei-doii, da beide Aibeiten im 
Augenblick gleich sind; da sie aber selbst im Begriff steht sieh mit v, 
nach ihrer Bewegungarichtuiig C zu bewegen, so kann sie nur mit der 
Differenzgeschwindigkeit 

u, = v.-(C-v.) = 2t.-C (d) 

von m abstosseo (znrückfaliren). 

I>ie Masse m hingegen hat an Gescliwindigkeit zugenommen v, + c. 
Die zusammengedrückten Teile dehnen sich wieder aus im Augenblick 
des Stosses imd ihe Masse m schnellt von der Masse M zurück mit der 
Geschwindigkeit v,-[-c, vorausgesetzt, duss M in Ruhe ww'e; al)er m be- 
wegt sich selbst mit M mit der Geschwindigkeit v, und zwar entgegen- 
gesetzt der GeHchwindigkeiterichtung C, somit erhält m eine doppelte 
Bewegimg durch die Federki-aft v, und v, ~\- c, es wird die Geschwindig- 
keit von m nach dem Stoss 

I", = v, + (c+v0 = 2t. + c (e) 
Setzt man (c) in (d) und (e) ein, so erhält man (he Geschwindig- 
der Masse M nach dem Stoss: 



M + m 
_ C(ll — m) - 



Smc 



M + ni 
Jie — in(j 



- oder 



c +C) 



M+m M -l-m 

Die Geschwindigkeit der Masse m nach dem Stoss ist 
.MC — mc , _ 2MC — 2mc + Mc-f mc 



(173) 



-+c 



II, = 



"). 



M + m 
— mc + M(2C-f 
M + m 

erichtetem Stos; 



oder 



-'- . (.173a) 
so erltalten 



I + m 

23IC + 0(M — 

M + m "~ 

Folgen sich die Köi-per bei gleich 
wir ähnliche Verhältnisse. 

Die Massen haben im AugenbUck des Stosses nach der 
Znsammendrltckung die Geschwindigkeit Gl. 171a, 

kMC + mc 
^■ = -M+7^ 
Die Masse M hat an Geschwindigkeit wieder C — v, verloren. Infolge 
zusammengedrückten Zustande» würde sie bei ruhendem Zustand 
mit der Geschwindigkeit C — v, zurückgetrieben wei-den, sie hat aber 
selbst »ach ihrer Bewegungsriclitung die Geschwindigkeit v,, somit ist 
» Gescliwindigkeit, mit der sie von m abstösst, wieder 

= v.-(C-v.) = 2v.-C (6) 



<f) 
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Die Masse m hat an Geschwindigkeit gewonnen, GL b, und zwar 
V, — c. Sie bewegt sich jetzt in gleicher Richtung mit C, entgegenge- 
setzt der obigen Annahme. Im Augenblick der grössten Federkraft würde 
sie diese mit v, — c zurücktreiben, da sie aber selbst mit v, Geschwindig- 
keit nach C zu sich bewegt, so erhält sie durch den Stoss eine doppelte 
Geschwindigkeit 
(h) . . . . . Wy = v,4-(v, — c) = 2v, — c. 

Setzt man in (g) und (h) die Beziehung (f), so erhält man die Ge- 
schwindigkeit der Masse M nach dem Stoss 

rm^ w _ C(M-iii) + 2nic _ MC + m(2 c-C) ^ 

(174) . w._ ^^- _ ^^- , 

die Geschwindigkeit der Masse m nach dem Stoss 

2MC-c(M-ni) inc + M(gC-c) 

(174a). W,= jj-j-jj^ _— ^-^ . 



Ist m in Ruhe, also c = 0, so folgt 

C(M— m) 



(175) 



u. = w. 



Uy = Wy = 



M + m 
2 MC 



M + m 

Sind beide Massen gleich, M = M, so erhält man bei centraler 
Gegenbewegung der Massen nach GL 173 die Geschwindigkeit der 

Masse M 

2mc 
Ux = -s — = — c 
2 m 

und die der Masse m 

2 MC , ^ 

Das heisst die Masse m übernimmt die Geschwindigkeit der Masse 
M imd ihre Bewegimgsrichtung, oder fliegt mit C" Geschwindigkeit zurück; 
hingegen die Masse M fliegt mit c" Geschwindigkeit, der Geschwindigkät 
der Masse m zurück nach dem Zusammenstoss. 

Gleiche elastische Körper, welche sich central begegnen, kehren mit 
wechselnden Geschwindigkeiten ihre Bewegungsrichtungen um. 

Folgen sich gleiche Massen central, dann wird nach GL 174 die 

Geschwindigkeit der Masse M 

+ 2mc 



und die der Masse m 



Wx = — s = + c, 

2 m 

_ 2 MC _ , ^ 
^'~ 2M ~ + ^- 
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Das beisBt beide Massen bewegen sicli nach gleiclier Richtung mit 
weciiselnden Geschwindigkeiten. 

Ist die Masse m in Ruhe, so folgt nach Gl. 175, wenn beide Massen 
^Jeich schwer sind 

^^H u, ^ ^ w, und u, ^ w, =^ C. 

^^B Das heisst, dann bleibt die stossende Masse stehen und die fiüher 
^Tobende übernimmt die Geschwindigkeit der stossenden Masse. 

Zwei Billardkugeln eignen sich ganz vorzüglich, um diese sämtlichen 
Sätze der gleichen blassen aus der Anschanung nachzuweisen. 

II Stdsst man die Kugel m auf die luhendo m, , so stellt sich m to^ 
B und m, läuft mit C" Geschwindigkeit weiter, Fig. 356. 
F StBsst mau m, central gegen m, so dass m und m, mit verschie- 
encQ Ge8chwin<ligkeiten sich begegnen, so wechseln sie ihre Geschwin- 
digkeiten m umgekehrter Richtung. 

Soll in Fig. 356, wenn die Kugel nij niht, m dennoch zurücklaufen, 
muss man bekanntlich tief stossen (recouss^e), damit die Kugel eine 

Flg. 35 J, 

'O cccccco-o 



^-sa 



i^ecgesetzte Rotation erhält; beim Hochstoss auf m läuft diese Kugel 
t andern m, nach. 

Stellt man mehrere gleich grosse Kugeln in einer Linie binterein- 

ider, Fig. 357, m, bis m, und stösst mit der Kugel m central auf die 

so ülwi-trägt sich dei- Stoss von einer Kugel zur andern, sie 

eiben alle in Ruhe bis auf ilie letzte oi,, welche mit der Geschwindig- 

Ifiit C von m abgestossen wird, wäLrend m selbst vor m, stehen bleibt. 

Auf den schiefen Stoss luid die anderen Stoasarten wollen wir an dieser 

i nicht näher eingehen, wir begnügen uns mit den in den Fig. 358 

A 369 gezeichneten Andeutungen, einen elastischen Stoss zu Grunde gelegt. 

Die Kugel a habe die Geschwindigkeit ac, auf dieselbe stösst b in 

' Richtung bd mit der Geschwindigkeit bd. 
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Stosswirkungen. 



Zerlegen wir bd in bd^ und bd^, so bilden bd^ und ac einen Cen- 
tralstoss, a läuft weiter mit der Geschwindigkeit bd^ ; b aber läuft weiter 
mit der Geschwindigkeit be^, die resultiert aus bco = ac und bd,. 



Fig. 353. 



Fig. 859. 





Würde a mit der Geschwindigkeit ac entgegenstossen, dann über- 
nimmt a die Teilgeschwindigkeit bd, und läuft damit zurück, b läuft 
nach be, welche resultiert aus — ac = bci und bd,. 

In Fig. 369 ist ww eine feststehende Wand, die Geschwindigkeit 
der Kugel a, ab, zerlegt sich in ad und ac; a schlägt mit der Geschwin- 
digkeit ad = ae zurück und gelangt nach ab,, welche resultiert aus ae 
und ac Die beiden Winkel a und a, sind abgesehen von allen Neben- 
hindemissen gleich, da sie symmetrisch hegen müssen. 



Die Stosswirkungen. 

Ln Vorhergehenden interessierten wir uns besonders für die Geschwin- 
digkeitsverhältnisse nach dem Stoss, und beim schiefen Stoss deuteten wir 
auch die etwaigen Richtungen an, die der Körper nach dem Stoss 
nehmen mrä. 

Auf die Nützhchkeit und Schädlichkeit des Stosses konnten wir 
bisher noch keine Rücksicht nehmen, weil ynr ims noch wenig über die 
Wirkung der Stosskräfte klar waren. Ob der Stoss nützlich oder schäd- 
lich ist, bleibt sich für die Wirkung gleich. In beiden Fällen ist es von 
Wichtigkeit für uns die Wirkung zu kennen, um sie bei der Nützlichkeit 
des Stosses zu unterstützen und l)ei der SchädUchkeit den Stoss durch 
geeignete Massregeln zu verhindern zu suchen. In den meisten Fällen 
sind ^ir gar nicht in der Lage die Stosskräfte ermitteln zu können, die 
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ibalte punkte entgehen uns; die Stnsswirkung mm^ mit in den Kauf 
genomiiieo werden, ihre Itidensität taxiei-en wir, die Eoipirik, die Erfiali- 
rung zeigt uns danii, ob wir in den Anwendungen das richtige getroffen 
haben, ob die beobachteten sogenannten empirischen Koefficienteu fiir 
alle Fälle genügen, oder iiiicJi weiteren Er&hrungen erneuert werden 
mässen. 

Selbst wenn wir uns über die Wirkungen des Stosses in allen Fällen 
klar wären, so sind fUese alH?r so sehr specialisiert, in den einzelnen 
Fällen der Anwendung, und hängen so Wele Elemente in den besonderen 
Fällen davon ab, dass wir auf eine nähere detaillierte Betrachtung an 
dieser Stelle verzichten müssen. Im allgemeinen können wir wohl den 
Satz aufstellen, dass der elastische -^toss stets günstiger, willkommener 
ist, als der unelastische. Beim ersteren weiclien die stossenden Körper 
zurück oder entfernen sich voneinander, die veränderte Köri>ergestalt 
sucht ihre frühere Form wieder auf; die stossenden Körper werden nacli- 
giebiger, wenn sie elastisch sind oder so konstruiert, eingerichtet werden, 
venn es sich vereinbaren lässt; wie viele derai'tige Beispiele bietet uns 
die Natur selbst; in ei-ster Linie unser Köiper, die gasRirmigen Körper, 
die Luft u. «. Bind zu unserem Vorteil amtlich elastisch. Starke Stösse 
und Schlüge vermhidem wir durch Holzeinlagen, Federn, überhaupt 
elastische Körper. Gegen den Stoss können wir uns aber auch sehUtzeu 
dnrch starke Massen, die den Stoss in sich aufnehmen. 

Ein Schlag mit einem Hammer auf ilie Hand oder das Bein dürfte 
imnieriiin fühlbai-er sein, als wenn mau den Schlag erst durcli eine grosse 
Holü-, Eisen- oder Steuiraaase auffangen laast; ivir führten oben schon 
als ein deraitiges extremes Beispiel die Bewegung einer Erbse gegen eine 
eiserne schwere Kugel an. Die Ariwit, die Masse der Erlrae mal ihrem 
Weg, nimmt die schwere Kugel aof, weil sie infolge ihrer schweren oder 
gi-ossen Masse, der Erbse gegenüber, einen unendlich kleinen Weg, der 
gar nicht fülilbar ist, zurückzulegen hätte, der eigenthehe Stoss- oder 
Scldagdruch wird also dann auf das Minimum redudert. 
^_ Setzen wir luielnstische Körper voraus, dann ist bei conti"aler Be- 

^■i«{;ang nach Ol. 171 und 171a die Geschwindigkeit beider nach dem Stoss 



M + m 

Vor dem Stoss hatten beide Massen die 



(i) 



— , nach dem Stoss ist diese — ^ 



A = 
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Infolge des Stosses haben beide Massen an Arbeit geleistet die 

lebendige Kraft, welche der Differenz der obigen vor und nadi dem Stoss 

entspricht 

MC^ , mc' /"Mv* mv*\ 

~2~'^ 2 ~V"2 •■ 2 /• 
Setzt man Gl. (i) ein, so findet man nach entsprechender Reduktion 

Hierin gilt das obere Zeichen für Gegen stoss, das untaie, wenn 
sich die Körper einander folgen. 

Nennt man Q und q die Gewichte der Körper, deren Geschwindig- 
keiten vor dem Stoss also C und c sind, so wird Q = Mg und q = mg 
eingesetzt, die Stosswirkung oder Stossarbeit 

"'*•' *=2(äT«S **'=="• 

Ist die eine Masse in Ruhe. C = beispielswdse, dann ist die 
Stossarbeit 

^ ägvQ + q) Q + q 2g Q + q 

wenn h die Fallhöhe der Geschwindigkeit c entqirecbeiid. 

Kanu oder will man die eine Masse der andon gegenübo' in diesem 
Fall vemachlässigeu. so wird zunächst 

__Qqh__ 

wv>mus^ wvnu q ge^^nüKer Q s^^ grciss aUeniings annibemd 

» 

^•tio) A = Q^=Qh. 

Beis|4el L S«L\$!^^u .^wvi Waseti von Q = 6000 und q = 4000 Klg. 
iVwioht ^^ct'iKir^a&der mit deti Giet$cfawindid%itm C = 6* und c = 5", 

6AV 4000 . ^^, ..„,„ 

^ = T:*:si • kxw ^* - 5^'= >*•« Hpn. 

Wärvk> \ik^y AtKiI in «>»- Svfksade « ie b tt t verdm. dann ent- 
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Folgen sich beide Wagen, dann wird der Stoss bedeutend abge- 
schwächt, er beträgt dann nur noch 

6000 > 4000 
^= 2.9,81.10000 (®-^) =^22 ^«m. 

Ist C = c, dann findet überhaupt kein Stoss statt. 

Befindet sich die ^e Masse in Ruhe C = 0, so ist die fi*agUche 
Stossarbeit nach Gl. 176b 

. 6 000 ■ 4000 ^^ _^. ^, 

^ = Tr 9,81. 10000 2^ = ^^^^ ^^' 

Aus diesen einfachen Fällen lässt sich wohl schon folgern, was für 
gewaltige Arbeiten der Stoss grösserer Massen ausfuhren kann. Selbst 
kleine Massen oder kleine Geschwindigkeiten absorbieren in ihren Stoss- 
wirkungen, namentlich wenn sie sich immer wiederholen, ein oft nennens- 
wertes Ärbeitsquantum auf Kosten der Betriebski'aft. 

IL Folgen sich zwei gleiche Massen einander in irgend einem sich 
drehenden oder fortschreitenden Maschinenteil mit gleicher Geschwindig- 
keit C = c = 4°, lässt aber ab und zu die eine oder andere Masse nach 
oder nimmt die andere an Geschwindigkeit zu um 1**" , dann ist die jedes- 
malige Stossarbeit 

Würde Q = 4000 Klg. sein, dann wäre jedesmal A = 10 Klg™"; 
sie würde beispielsweise einer Leistimg entsprechen von Vs Pfd'> welches 
100— tief fällt. 

III. Will man mit einem Hammer von Q = 2 Klg. Gewicht einen 
Nagel eintreiben, dessen Gewicht nicht in Betracht kommt, imd schlägt 
man mit c = 5° Geschwindigkeit, so ist nach Gl. 176c die Stossarbeit 

A = ^-^ 2 = 2V, Klgm. Bhg. 

Dringt der Nagel bei einem Schlage s=6'°" ein, dann ist der 
Stossdruck 

Dasselbe kann man leisten, wenn das Hammergewicht h=l,3* 
herunterfällt, weil c = y2g.l,3 = V 25,5 = 5" abg. 
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IV. Um einen PfeH*), dessen Gewicht nicht in Betracht kommt, 
einzutreiben mit einen Rammbär von Q = 500 Klg., welcher h = 6* hoch 
fällt, ist eine Arbeitsleistung erforderlich 

A = Qh = 600. 6 = 3000 Klg. 

Sollte der Pfahl jedesmal 0,25" eindringen, dann ist 



*) Über Rammmasehinen s. d. Anwendungen. 



Talielle I. ii = v„ bis ii = I. 
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TabeUe I. n^1 bi« ii = 5" ^H 


^^B 


M* 


n- 


Vn 


^n 


— 


KB 


J^ logn logntt" 


^B ' 


1 


1 


1,0000 


1.0000 


1.000000 


3,142 


0,7854 0.00000 O.'»"» 


^H 


4 


8 


1,4142 


1,2599 


0.500000 


6.383 


3,1416 0,30103, 0,693! 


^H 


9 


27 


1,7321 


1.4422 


0,333333 


9,425 


7,0686 0,47712 1,0986 


^H 


18 


64 


2.0OO0 


1,5874 


0,250000 


12,566 


12,5664' 11,60206 


1,3883 


^H 


25 


125 


2,2361 


1,7100 


0,200000 


15,708 


19,63r>o' 0,69897 


1,6094 


^1 


SS 


216 


2,4495 


1,8171 


0,166667 


18,850 


28,2743,0.77815 


1.7918 


^1 


49 


343 


2,6458 


1,9129 


0.142857 


21.991 


38,4845 0.815UI 


1,9459 


^H 


&t 


512 


2,8284 


2.0000 


0.125(XM) 


25.133 


50.265.') n,U.>3<i9 


2,07W 


^B 


81 


729 


3.0000 


2,080t 


0.111111 


28,274 


63,6173 0,95424 


2,i«:i 


^V 


11» 


1000 


3,1623 


2.1544 


0,100000 


31,416 


78,6398! 1,00000 


34*1« 


^1 


121 


1331 


3,3166 


2,2240 


0,090909 


34.558 


95,0332 1,04189 


3,3979 


^B 


144 


1728 


3.464 t 


2,2894 


0.083333 


37,699 


113,0973] 1,07918 


3vt849 , 


^H 


iti.' 


2197 


3,6056 


2,3513 


0,076923 


40.841 


133,7338 1,11394 


3^S^^ 


^B 


\m 


2744 


3,7417 


2.4101 


0,071429 


43,982 


153,9380, 1,14613 




^H 


225 


3375 


3,8730 


2,4662 


0,066667 


47,124 


176,7146 1,17608 


!.7t^^H 


^H 


25Ö 


4096 


4,0000 


2,5198 


0,062500 


50,266 


301.0619 


1,20112 


2,t|^^| 


^H 


280 


4913 


4,1231 


2,5713 


0,058824 


63,407 


226.9801 


1,28046 




^H 


321 


■ 58,12 


4,2426 


2,6207 


0,055556 


66,649 


254.4689 


1,25537 




^H 


sei 


6859 


4,3589 


2,6684 


0,052632 


59,690 


283,5287 


1,27875 




^H 


400 


8000 


4,4721 


2,7144 


0,050000 


62.832 314,159211,30103 


s!n^H 


^H 


441 


9261 


4,5826 


2,7589 


0,047619 


Si,.\r, ; ,i„ ■.I,..-,' i,,jjjj 


^<<ll3^H 


^H 


4S4 


10648 


4,^904 


2,8020 


0,045455 


lüM i -■■.., ,:i. 


''n<]^| 


^M 


529 


12167 


4.7958 


2,8439 


0,043478 




■yj B 


^H 


576 


13824 


4,8990 


2,8845 


0,041667 




'.i:»t.^ 


^H 


025 


15625 


5,0000 


2,9240 


0,040000 


78;54(P 


l*i,sr:is i,:iyTiit 


■d:iM^M 


^H 


676 


17576 


5,0990 


2,9625 


0,088162 


81,681 


530,9291 1,414»T 


8.9^^H 


^H 


729 


19683 


5,1962 


3,0000 


0,037037 


84,823 


572,5552 


1.4S1S6 




^B 


784 


21952 


5,2915 


8,0366 


0.035714 


87,965 


615,7521 


1,44716 


MJ^^H 


^B 


841 


24389 


5,3852 


3,0723 


0,034483 


91,106 


660,5198 


1.46240 




^B 


900 


27000 


5,4772 


3,1072 


0,033333 


94,248 


706,8582 


1,47712 


3,4013 


^B 


961 


29791 


5.5678 


3.1414 


0,032258 


97,389 


754,7675 


1,49136 


3,4310 ^ 


^B 


1024 


32768 


5.6569 


3,1748 


0,031250 


100.531 


801,3476 


1,50515 




^B 


1089 


85937 


5.7446 


8,2075 


0,030303 


103.673 


853,2985 


1,61851 




^H 


1156 


89304 


5,8310 


3,2396 


0,029412; 106,814 


907,9203 


1,53148 




^H 


1225 


42875 


5.9161 


a,27ti 


0,028571 


109.956 


963,1126 


1.61407 


^■^^^^1 


^H 


1296 


46656 


6.0000 


3,3019 


0,027778 


ll3,no: 'i"K,*:(-;' i.r.'.f--' 


".'^^1 


^H 


1309 


50653 


6,0828 


3,3322 


0,027027 


lill,:' ■:■ \ "" ■.'■ ■ 


iiiit^H 


^H 


1114 


54872 


6,1644 


3.3620 


0,026316 




:.:;«B 


^H 


1521 


59319 


6,2450 


3,3912 


0,025641 






^H 


1600 


640O0 


6,3246 


3,4200 


0,025000 


12J,'U()1,1^::U,1,.; i,UL'^'.H. 


jiu:iiä^| 


^1 


10H1 


68921 


6,4031 


3.4433 


0,024390' 128,805 


1820,252 


1,61378 


STH^I 


^H 


1764 


74088 


6,4807 


3,4760 


0,0238 lüi 131.947 


1385,442 


1,69385 


S.^^H 


^m 


1849 


79507 


6,5574 


8.5084 


0,023256 


135,088 


1152,201 


1,63347 




^V 


1936 


85184 


6,6332 


3,5303 


0,022727 


138,230 


1520,530 


1,64315 


ir,^^B 


^1 


2U25 


91125 


6.T082 


8.5569 


0,022223 


141,372 1390,431 


1,65321 




^1 


2116 


97S3H 


6,7823 


3,5830 


0.02 1789 


144.513 1661,903 


1,6637« 


s.^^^1 


^B 


2209 


ioaci23 


6,8557 


8.6088 


0,021277 


147,665 11734,9*4 


1,67810 




^B 


2301 


110592 


6.9282 


8,6342 


0,020833 


150,796 1809.557 


1,68131 




^H 


2401 


117649 


7,0000 


3.6593 


0,020408 


163,938 1885.741 


1,S»0S0 




^■^ 


25O0 

■ 


laaoijo 


7,0711 


8,6840 


0,020000 


157,080 1 1963,4951 l,tt989T 


J 


1 


1 






■ 


■ 


^H 



^V Tabelle I. ii Sl bis n 100. 3 ^H 


^ « 


o» 


«. 


Vi 


/n 


— 


.. 


4 


logn 


lognat n ^^M 


&1 


2601 


132851 


7,1414 


3,7084 


0,0196U8 160,22 


2042,82 


1,70757 


.^H 


53 


3704 


140608 


7.2111 


3,7325 


J,019231 163,36 


2123,72 


1,71600 


^H 


53 


2809 


U3877 


7.2801 


3,7563 


1.018868 166,50 


2206.16 


1,72428 


^H 


M 


2916 


157464 


7.3485 


3,7798 


0,018519 169.65 


2390.33 


1,73239 


8,9890 ^^M 


56 


8025 


166375 


7.1162 


3,S030 0,018182 


172,79 


2375,63 


1,74036 


4,0073 ^^M 


r.6 


31 36 


IT5616 


7,4833 


3,»259 !o.Oi7857 


175,93 


2463,01 


1,74819 


^H 


07 


32i9 1 185193 


7.5498 


3,8485 0.017544 


179,07 


2551,76 


1,75587 


^H 


58 


3364] 195112 


7,6158 


3,8709 


0,017241 


182,21 


2642,08 


1,76343 


4 0604 ^H 


59 


8481 j 205379 


7,6611 


3,8930 


0,016949 


185.35 


2733,97 


1,77085 


^H 


60 


361WJ 1 216'.IO(i 


7.7460 


3,9149 


0,016667 


166.50 


2827,43 


1,77615 


1,0943 ^H 


«1 


3731 


326961 


7,8102 


3.9365 


0,016393 


191,64 


2922,47 


1,78533 


^H 


63 


3844 


238328 


7,8740 


3.9579 


0,016129 


194,78 


3019.07 


1,79239 


^H 


6ä 


3969 


250047 


7,9373 


3,9791 


1,015873; 197,92 


3117,25 


1,79934 


^H 


u 


4096 


362144 


8,0000 


4.1100(1 


1,015625 201,06 


3216,99 


1,80618 


4,1589 ^H 


65 


4225 


2T4625 


8,0623 


4,>i3ü7 


0,015385 


204,20 


3318,31 


1,61291 


^H 


«S 


4856 


2S7496 


8,1240 


4,U-1!2 


0,015152 


207,35 


3421.19 


1.81954 


^H 


67 


4489 


300763 


8,1854 


4,0615 


0,014925 


310,49 


3525,66 


1,82607 


4,2047 ^H 


68 


4624 


314432 


6,2462 


4,0617 


0,014706 


213,63 


3631,69 


1,83251 


4,2195 ^H 


69 


4761 


328509 


8,3066 


4,IÜ16 


0,014493 


216,77 


3739,29 


1,83865 


4,2341 ^M 


70 


49rjO 


343000 


8,3666 


4,1213 


0,014286 


219,91 


3848,46 


1,84510 


H 


71 


5041 


35T911 


8,4261 


4,1408 


0,014085 


223,05 


8959,19 


1,65126 


^1 


72 


Ö1S4 


373249 


8,4853 


4,1602 


0,013889 


226,19 


4071,50 


1,85733 


^M 


78 


5329 


889017 


8,5440 


4,1793 


0,013699 


229,34 


4185,39 


1,86332 


4,2905 ^M 


7* 


5478 


405324 


8,6023 


4.1983 


0,013514 


232,48 


4300.94 


1,86923 


4,3041 ^M 


75 


5625 


421875 


8,6603 


4,2172 


0,013333 


235,62 


4417,66 


1,87506 


^M 


76 


5776 


438976 


8,7176 


4,3356 


0.013158 


238,76 


4536,46 


1,86061 


^^M 


77 


5929 


456533 


8,7750 


4,2543 


0,012987 


241,90 


4656,63 


1,88649 


^^M 


78 


6084 


474552 


8,8318 


4,2727 


0,012821 


245,04 


4778,36 


1.892M 
l,897ffä 


^H 


79 


6241 


493039 


6.8882 


4,2908 


0.012658 


248,19 


4901,67 


4,3694 ^H 


m 


6400 


512000 


8.9443 


4,3089 


0,012500 


251,33 


5026,55 


1,90309 


^M 


, 81 


6561 


531441 


9.0000 


4,3267 


0,012346 


354,47 


5153,00 


1,90849 


^H 


U. 


6724 


B5I368 


9.U554 


4,3445 


0,012195 


257,61 


5261,02 


1,91381 


4,4067 ^H 




6B89 


671787 


9,1104 


4,3631 


0,012048 


260,75 


5410,61 


1,91908 


^H 


H 


7056 


592704 


9,1652 


4,3795 


0,011905 


263,39 


5541,77 


1,92428 


4,4308 ^M 


■ 


7225 


614125 


9,2195 


4,3968 


0,011765 


267,01 


5674,50 


1,92942 


^M 


■ 


7396 


636056 


9,2736 


4,4140 


0,011628 


270.18 -5808.80 


1,93150 


^M 




T569 


658503 


9.3274 


4,4310 


0,011494 


278,32 


5944.68 


1,93952 


4,4659 ^H 


^1 


7741 


681473 


9,3808 


4.4480 


0,011364 


276,46 


6082,12 


1,94446 


4,4773 ^H 


^1 


7B21 


704969 


9,4340 


4,4647 


0,011236 


279,60 


6321,14 


1,94939 


4,4886 ^H 


■ 


8100 


729000 


9,4868 


4,4814 


0,011111 


282,74 


6361,73 


1.95424 


^M 


■ 


8i81 


758571 


9,5394 


4.4979 


0,010989 


265,88 


6503,88 


1,95904 


4,5109 ^1 


^1 


S4S4 


778688 


9,5917 


4,5144 


0.010870 


289,03 


6647,61 


1,96379 


^M 


Hr 


8649 


804357 


9,6437 


4,5307 


0,010753 


393,17 


6792,91 


1,96818 


4.5326 ^M 


^f 


8836 


630584 


9.6954 


4,5468 


0,010636 


295,31 


6939,78 


1,97313 


4,5438 ^M 


' » 


9035 


857375 


9,7468 


4,5629 


0,010526 


298,45 


7088,22 


1,97772 


^M 


Bfl 


9218 


684736 


9,7980 


4,5789 


0,010417 


301,59 


7238,33 


1.98227 


1,5648 ^M 


^" 


9409 


912673 1 9,8489 


4,5947 


0,010309 


304,78 


7389,81 


1,98677 


^M 


HK 


»604 


941193 9,8995 


4,6104 


0.010204 


807,88 


7542.96 


1,99123 


4,5850 ^H 




B601 


9T0299 1 9,9499 


4,6361 


0,010101 


811,03 ' 7697,69 


1,99564 


1,5951 ^H 


1 


«XH» 

■ 


10000001111,0000 


4,6416 

■ 


0,01i»00; 314,16 1 7653,98 


3,00000 

■ 


^M 



Tabelle I. n= 101 bis n= 150. 



n 


10201 


n» 


•/n i 


3 


1 

n 


7:11 


4 


logn 


101 1 


l(»3n3<U 


1(»,0499 


4,6570 


\ 0,0099iU 


317,30 


8011,85 


2,00432 


102 1 


10404 


1()612<>8 


10,0995 


4,6723 


\ 0,iH>9804 


320,44 


8171,28 


2,0086') 


103 ' 1 


10609 


1U92727 


10,1489 


4,6875 


' 0,(K>9709 


323.58 


' »332.29 


2,01284 


KU 1 


10^16 


1124^64 


10,19«0 


4,7n27 


. 0,W9615 


326,73 


' »494.87 


2,017« »3 


105 1 


11N25 


1157625 


10,24 7o 


4.7177 


0,CH»9524 


329,b7 


»659,01 


2,02119 


106 1 


11236 


119UH6 


10,2956 


4,7326 


0,009434 


333.UI 


, »824,73 


2.i»2531 


107 1 


11449 


1225043 


: 10,3441 


4,7475 


0,009346 


336,15 


»992,02 


2.02938 


108 1 


11664 


1259712 


■ 10,3923 


4,7622 


0,009259 


339,29 


'■ 9160,88 


2,03342 


109 1 


ll»»l 


1295029 


: H\4403 


4,7769 


. O,0«:»9174 


342,43 


9331,32 


2,03743 


110 1 


12100 


13o1».m:i 


. 10,4881 


4,7914 


0,0i^9<:»9l 

1 ' 


345,58 


95(»3,32 


2.04139 


111 ] 


12321 


1367631 


10,5357 


4,8059 


■ 0,«»o9<.Mi9 


348,72 


9676,89 


2.C»4532 


112 ] 


12544 


14<»492S 


' H),5830 


4,82f»3 


0,C»0b929 


351,b6 


9852,03 


2,04922 


113 1 


12769 


1442S97 


10.63« »1 


4,8346 


0,00» s50 


355.rHj 


l<y'2».7 


2,05* »8 


114 1 


12996 


14M544 


ln.Ü771 


4, »4 8» 


0,'Hl{^772 


358,14 


Io2o7,ö 


2,<»569'J 


115 1 


13225 


152«.n>75 


l'»,728^ 


4,8629 


■ 0,0«J8696 


361,2» 


\ 1Ö3S6.9 


2,06U70 


116 ] 


13456 


1560S96 


1«S77«»3 


4.8770 


0,(H.S621 


364,42 


i<>56d,d 


2.06446 


117 


136S9 


16M1613 


lo,M67 


4,b910 


! O.Hi>547 


367,57 


10751,3 


2,06819 


HS 


13924 


1643n82 


1«»,862ä 


4,9049 


O,0r»s475 


370,71 


1"935.9 


2,07 l^ü 


119 1 


14161 


16.S5159 


l««,9i.»S7 


4,91n7 


0,«."'^4«»3 


373,85 


11122,0 


2,u755J 


120 1 


144«A> 


172mXhj 


10,9545 


4,9324 


: 0,'.Hii>333 


376,99 


113i»9,7 


2.0791S 


121 ] 


U641 


1771561 


1 1,< •*".«» 


4,9461 


0,"«^^264 


8>0,13 


11499.0 


2,08279 


122 ] 


l4S^4 


1^15^4^ 


11,"454 


4,9597 


0,^.M^^197 


3>3.27 


11689,9 


2.08686 


123 1 


15129 


1^6^^^67 


11,«'9h5 


4.97o2 


0,IHt'sl30 


3>6,42 


118»2,3 


2,<.i8991 


124 1 


15876 


19i'6624 


11,1855 


4,9^66 


0/.HiSi»65 


389,56 


12Ö76,3 


2,(»9342 


125 1 


15625 


1953125 


ll,lv3 


5,«hHh) 


(»ji n »HI.H» 


392,70 


12271,8 


2.«.>969l 


126 1 


15S76 


2«H>'376 


11.2251» 


5.iH33 


0.1 «.»7987 


395,84 


12469,0 


2,1« •037 


127 1 


16129 


2'^4^8^8 


11.2694 


5,m265 


O,oii7>74 


o9>.98 


12667.7 


2,103>^i 


12S 1 


I63v^4 


2« '97 152 


11,8187 


5.« -897 


«V"»7M3 


4'-'2.l2 


12868,0 


2,lo721 


129 1 


16641 


21466^^9 


11,857> 


5,' »528 


• V>«777>2 


405.27 


13« «69.8 


2.11059 


loO 1 


169«":' 


2li47lNNl 


ll,4"l> 


5,'»65> 


O.'.H 17692 


408,41 


13273,2 


2,11394 


KU 


17161 


224N 91 


11,4455 


5."7>> 


0,i>"7684 


411,55 


13478,2 


2.11727 


u;2 1 


17424 


229i*96S 


11,4>91 


5.' -916 


•'.«.'"7576 


414.69 


186»4,» 


2,12057 


i;w 1 


l76^9 


2852687 


ii.:.;:26 


5.1'.'45 


•.'.'.'••7519 


417,>3 


13892,9 


2,123»5 


184 1 


17956 


24"6l"4 


11,575> 


5,1172 


•'."■7463 


42".97 


141'^2.6 


2.12710 


185 1 


l>225 


246- -875 


11.619'.' 


5.1299 


i','*-74"7 


424,12 


14313,9 


2.l:i(«83 


136 1 


1^496 


2M5456 


11.6619 


5.1426 


'.»,»•"7858 


427.26 


14526,7 


2,133:>4 


187 1 


l>769 


2:71858 


11,7"47 


* « * * < 

»i.lool 


'•."••7299 


48«.',4i» 


14741,1 


2.13672 


U>> 1 


19^4 4 


262*»' 72 


11.7478 


5.1676 


".« ••7216 


483.54 


14957,1 


2,1398» 


189 1 


19821 


26'*:-6iy 


ll.7>9> 


5.1^1 


■.'.■-•7194 


436.6S 


15174.7 


2,143'.»1 


HO 1 


l*»6'-' 


2744 • •• 


11,>822 


5.1925 


•A'.v7l48 


439,82 


15393.» 


2,14613 


141 


1^*>M 


.1^ .».»• 


11.^748 


5.2- ■4> 


".' • '"■ 92 


442,96 


15614.5 


2,14922 


142 : 


: 164 


2mn^2» 


11,9164 


5.2171 


'.-.'-•7' 42 


446,11 


l5>o6,8 


2.15229 


148 


; 449 


2v242' '7 


ll,^5>8 


5.2298 


".•■"6998 


449.25 


16' »60,6 , 


2,15534 


144 : 


: '::;6 




12. "'r« 


5,2415 


•:•.•.- -6944 


452.39 


16286,0 ; 


2.15836 


14> : 


II' :5 


,. i>o25 


12. 416 


5.2586 


•■.'.••.^S97 


455.53 


16513,0 ; 


2.16137 


146 


M ^16 


'•.121 ;»6 


l2.-^8'. 


:-.:6:'6 


.•^'0>49 


45^67 


16741,5 1 


2.16485 


147 


M^- 9 


;.::652;^ 


12.124 4 


.\2776 


• '.■ - '6>'. 3 


461,81 


16971,7 ; 


2.16782 


14S - 


:i9.4 


824i:v2 


12.1655 


5.2S96 


■ .v. 6757 


464.96 


172«.«3,4 


2.17026 


149 


122' l 




12.2-66 




. -6711 


46n1'.» 


17436.6 


2,17319 


\:^<* •: 


!2r»-.-' 


\ -. ■ • 1 


12.2474 




■ .• • ■66^7 


471,24 


17671,5 i 


2,176«.'9 



■ 


■ 


T»lpellel 


n^l5 


bl« n = 200. 5 


- 


-' 


"■ 1 ^' 


vV 


„- 


,. 


nn' 

t 


Joga 


161 


22801 


3442951 


12,2882 


5,3251 


0,008623 


474,38 


17907,9 


2.17898 


152 


23104 


35 11808 


12,3288 


5,3368 


0,006579 


477,52 


18145,8 


2,18184 


15« 


23409 


3581577 


12,3693 


5,3485 


0,006536 


480,66 


18385,4 


2,18469 


IM 


23716 


3652264 


12,4097 


5,8601 


0,006494 


483,81 


18626,5 


2.18752 


185 


24025 


3728875 


12,4499 


5,3717 


0.006452 


486,95 


18869,2 


2.1 9083 


IM 


uaae 


3796419 


12,4900 


5,3832 


0.006410 


490,09 


19113,4 


2.19312 


157 


24649 


3889893 


12,5300 


5,3947 


0,006369 


498,23 


19359.3 


2,19590 


158 


24964 


»944B12 


12,5698 


5,4061 


0.O06329 


496,37 


19606,7 


2.19866 


15» 


25281 


4019679 


12,6095 


5.4175 


0,006289 


499.51 


19855.7 


2,20140 


l«0 


25600 


4096000 


12,6491 


5,4288 


0.006250 


502,65 


20106,2 


2,20412 


1«1 


25921 


417328t 


12,6886 


5,4401 


0,006211 


505.80 


20358.3 


2,20683 


16! 


26344 


4251528 


12,7279 


5,4514 


0,008173 


508.94 


20612,0 


2,20952 


163 


26569 


4830747 


12.7671 


5,4626 


0,006135 


512,08 


20887,2 


2.21219 


194 


26898 


4410944 


12.8062 


5.4737 


0,006098 


515.22 


21124,1 


2,21484 


165 


27225 


4492125 


12.8452 


5,4848 


0,006061 


518.36 


21382,5 


2,21748 


166 


27558 


45T4296 


12,8641 


5,4959 


0,006024 


521,50 


21642,4 


2,32011 


167 


27889 


465T46S 


12,9228 


5,5069 


0,005988 


524,65 


21904.0 


2.32272 


166 


28224 


4741632 


12,9615 


5,5178 


0,005953 


527,79 


22167.1 


2,22531 


16» 


28561 


482680B 


13,0000 


5.5288 


0,005917 


530.93 


22431,8 


2,22789 


170 


28900 


4913000 


13.0384 


5,5397 


0,005882 


534,07 


22698.0 


2.23045 


171 


29241 


5000211 


13,0767 


5,5505 


0,005848 


537,21 


22965.8 


2,23800 


172 


29584 


5088448 


13,1149 


5,5613 


0.005814 


540,35 


23235.2 


2.23563 


178 


29929 


5177717 


13.1529 


5,5721 


0,005780 


543,50 


33506.2 


2,23805 


174 


30279 


5268024 


13.1909 


5,5828 


0,005747 


546,64 


23778,7 


2.24055 


176 


80925 


5359375 


13,2288 


5,5934 


0,005714 


549,78 


24052,8 


3,24304 


176 


a*>97ti 


5451776 


13,2665 


5,6041 


0,005682 


552,92 


21328,5 


2.24551 


177 


91329 


5545233 


13,3041 


5,6147 


0,005650 


556,06 


24605,7 


2,24797 


|. -^iJb 


31684 


5689752 


13,3417 


5,8252 


0,005618 


559,20 


24884,6 


2.25042 




32011 


5735339 


13,3791 


5,6357 


0,005587 


562,35 


35164,9 


2,25285 




82400 


5632000 


13,4164 


5,8462 


0,005556 


585,49 


25446.9 


2.25527 




82761 


5929741 


13,4536 


5,6567 


0,005525 


598.63 


25730,4 


2,25768 




88184 


9028568 


13,4907 


5,6871 


0,005495 


571.77 


28015.5 


2,26007 




88489 


«128487 


18.5277 


5,6774 


0,005465 


574,91 


26302,2 


2.26245 




88859 


9229504 


13,5947 


5.6877 


0.005435 


578.05 


26590,4 


2,26482 




«225 


9331625 


13,6015 


5.6980 


0,005405 


581,19 


26880,3 


2.26717 




84599 


«434859 


13,6382 


5.7083 


0.005376 


584.34 


27171.6 


2,26951 




34969 


9539203 


13,6748 


5,7185 


0,005348 


587,48 


27464,6 


2,27184 


m 


35344 


9644072 


13,7113 


5.7287 


0,005319 


690.62 


27759.1 


2,27416 


189 


85721 


6751269 


18,7477 


5.7388 


0,005291 


593.76 


28055.2 


2.27646 


[f.W 


36100 


«859000 


13,7840 


5,7489 


0.005263 


596.90 


28352.9 


2,27876 


ÜB 


36481 


«967871 


13,8208 


5.7590 


0.005236 


600.04 


28652.1 


2,28108 




86864 


7077888 


18,8564 


5,7690 


O.0O52O8 


603.19 


28952.9 


2,28830 




ST249 


7189057 


13.8924 


5,7790 


0.005181 


606.33 


29255,3 


2,28566 




87(8« 


7301384 


13.9284 


5,7890 


0,005155 


609.47 


29559,2 


2,28780 


mm 


88025 


7414875 


13,9642 


5,7989 


0.005128 


612,61 


29894,8 


2,29003 


IH 


3841« 


7529586 


14.0000 


5.8088 


0.005 102 


615,75 


30171,9 


2.29226 


IB7 


38809 


7645373 


14,0357 


5,8186 


0,005076 


618,89 


80480,6 


2,29447 


IBB 


89204 


7782392 


14.0712 


5,8285 


0,005051 


622,04 


30790,7 


2,29667 


IB9 


39601 


7880599 


14.1067 


5,8388 


0,005025 


625,18 


31102.6 


2.29885 


100 


40000 


eoooooo 


14,1421 


5,8480 


0,005000 


628,32 


31415.9 


2,30103 


i 


«m, IKchi 

■ 


JÜ»- L 






^m 



Tabelle L n = 201 bis n = 250. 



n 


n« 


n» 


/" 


8 

Vn 


1 
n 


TCn 


4 


loRn 


201 


40401 


8120601 


14,1774 


5,8578 


0,004975 


631,46 


31730,9 


2,3032<) 


202 


40804 


8242408 


14,2127 


5,8675 


0,004951 


634,60 


32047,4 


2.30535 


203 


41209 


8365427 


14,2478 


5,8771 


0,004926 


637,74 


32365,5 


2,3075(» 


204 


41616 


8489664 


14,2829 


5,8868 


0,004902 


640,88 


32685,1 


2,80963 


205 


42025 


8615125 


14,3178 


5,8964 


0,004878 


644,03 


33006,4 


2,31175 


206 


42436 


8741816 


14,3527 


5,9059 


0,004854 


647,17 


33329,2 


2,31887 


207 


42849 


8869743 


14,3875 


5,9155 


0,004831 


650,31 


33653,5 


2,31597 


208 


43264 


8998912 


14,4222 


5,9250 


0,004808 


653,45 


33979,5 


2,31806 


209 


43681 


9129329 


14,4568 


5,9345 


0,004785 


656,59 


34307,0 


2,32015 


210 


44100 


9261000 


14,4914 


5,9439 


0,004719 


659,73 


34636,1 


2,32222 


211 


44521 


9393931 


14,5258 


5,9533 


0,004739 


662,88 


34966,7 


2,32428 


212 


44944 


9528128 


14,5602 


5,9627 


0,004717 


666,02 


35298,9 


2,32684 


213 


45369 


9663597 


14,5945 


5,9721 


0,004695 


669,16 


85632,7 


2,82888 


214 


45796 


9800344 


14,6287 


5,9814 


0,004673 


672,30 


35968,1 


2,33041 


215 


46225 


9938375 


14,6629 


5,9907 


0,004651 


675,44 


36305,0 


2,88244 


216 


46656 


10077696 


14,6969 


6,0000 


0,004630 


678,58 


36643,5 


2,88445 


217 


47089 


10218313 


14,7309 


6,0092 


0,004608 


681,78 


36983,6 


2,88646 


218 


47524 


10360232 


14,7648 


6,0185 


0,004587 


684,87 


37325,8 


2,88846 


219 


47961 


10503459 


14,7986 


6,0277 


0,004566 


688 01 


87668,5 


2,84044 


220 


48400 


10648000 


14,8324 


6,0368 


0,004545 


691,15 


38013,3 


2,84242 


221 


48841 


10793861 


14,8661 


6,0459 


0,004525 


694.29 


38359,6 


2,84439 


222 


49284 


10941048 


14,8997 


6,0550 


0,004505 


697,43 


38707,6 


2,84685 


223 


49729 


11089567 


14,9332 


6,0641 


0,004484 


700,58 


39057,1 


2,84830 


224 


50176 


11239424 


14,9666 


6,0732 


0,004464 


703,72 


39408,1 


2.85025 


225 


50625 


11390625 


15,0000 


6,0822 


0,004444 


706,86 


39760,8 


2.85218 


226 


51076 


11543176 


15,0333 


6.0912 


0,004425 


710,00 


40115,0 


2.35411 


227 


51529 


11697083 


15,0665 


6,1002 


0,004405 


713,14 


40470,8 


2,35603 


228 


51984 


11852352 


15,0997 


6,1091 


0,004386 


716,28 


40828,1 


2,85798 


229 


52441 


12008989 


15,1327 


6,1180 


0,004367 


719.42 


41187,1 


2.85984 


230 


52900 


12167000 


15,1658 


6,1269 


0,004348 


722,57 


41547,6 


2,86173 


231 


53361 


12326391 


15,1987 


6,1358 


0,004329 


725,71 


41909,6 


2,86361 


232 


53824 


12487168 


15,2315 


6,1446 


0,004310 


728,85 


42273.3 


2,36549 


233 


54289 


12649337 


15,2643 


6.1534 


0,004292 


731,99 


42638.5 


2,86786 


234 


54756 


12812904 


15,2971 


6,1622 


0,lX>4274 


735,13 


43005,3 


2,86922 


235 


55225 


12977875 


15,3297 


6,1710 


0,004255 


738,27 


43373,6 


2,87107 


236 


55696 


13144256 


15,3623 


6.1797 


0,004237 


741,42 


43743,5 


2,87291 


237 


56169 


13312053 


15.3948 


6.1885 


0,(XU219 


744,56 


44115,0 


2.87475 


238 


56644 


1348 1272 


! 15,4272 


6,1972 


; i>,W4202 


747,70 


44488,1 


2,87658 


239 


57121 


136:)1919 


. 15.4596 


6.2058 


', M,iX»4184 


750.84 


44862,7 


2,87840 


240 


, 5761H) 


i 


15.4919 


6,2145 


0,004167 


753,98 


45238.9 


2,88021 


241 


:>S081 


' 139i>7521 


15,5242 


6,2231 


O.IKU149 


757.12 


45616,7 


2,38202 


242 


! 5S564 


14172488 


15.5563 


6.2317 


0,<X>4132 


760,27 


45996.1 


2.38882 


243 


59t>49 


14318907 


15.5885 


6,24U3 


0,0i.>4115 


763.41 


46377,0 


2,38561 


244 


59536 


14526784 


15,6205 


6.2488 


0,<XV4098 


766,55 


46759,5 


2,88789 


245 


1 6(.H>25 


. 147«>6125 


15.6525 


6.2573 


0,004082 


769,69 


47143,5 


2,88917 


246 


: 60516 


• 14SS6936 


15,6844 


6.2658 


0.004065 


772,83 


47529,2 


2,89094 


247 


. 6UX>9 


15<>69223 


15,7162 


6,2743 


0.(X>4049 


. 775,97 


47916,4 


2,89270 


248 


i 6KV^ 


15252992 


15,74vSO 


6,2828 


0.004032 


779.11 


48305.1 


2,89445 


249 


i 62i>«»l 


, 15438249 


. 15.7797 


, 6,2912 


1».0<.V4016 


782,26 


48695,5 


2,89690 


'ibo 


! 62yK) 


, 156250«>.» 


. 15.8114 


i 6,2996 


0.«.KMiXX> 


785.40 


49087,4 


2,39794 



f 


■ 


T.beUe L 


11 = 251 


blB n = 300. 




T 




.. 


l^n 


Vn 


■^ 


.„ 


4 


log« 


251 


63001 


15818251 


15,8480 


6.3f)80 


0,003984 


788.5* 


49480.9 


2.39967 


352 


63504 


16003008 


15,8745 


6.3164 


0.003968 


791.68 


49875,9 


2.10140 


358 


64Ü09 


16194277 


15,906<J 


6,3247 


0.003953 


794,82 


50272,8 


2.40312 


2M 


64SI6 


16387064 


15,9374 


6,3330 


0,008937 


797,96 


50670.7 


2,40483 


SK, 


mm 


16581375 


15,9687 


6,3413 


0,003922 


801,11 


51070,5 


2,41654 


S50 


65536 


16777216 


16,0000 


6.3496 


0,003906 


804,25 


51471,9 


2.40824 


26T 


66049 


16974593 


16,0312 


6,3579 


0,003891 


807.39 


51874,8 


2.40993 


258 


66581 


17178512 


16,0624 


6,3661 


0.003876 


810,58 


52279.2 


2.41162 


9SB 


67081 


17873979 


16,0935 


6,3743 


0,003861 


813.67 


52685,3 


2,41330 


860 


67 6W 


17576000 


16,1245 


6,3825 


0,003846 


816,81 


53092.9 


2,41497 


3«] 


6»121 


17779581 


16,1555 


6,3907 


0.003831 


819,96 


53502.1 


2.41664 


263 


6H6U 


17984728 


16,1864 


6,3988 


0,003817 


823.10 


53912.9 


2,41880 


ses 


euuiii 


18191447 


16,2173 


6.4070 


0,OiW8O2 


826,24 


54a2S,2 


2.41996 


264 


6il«{t6 


18399744 


16,2481 


6.4151 


0,003788 


829.88 


64739.1 


2,42160 


2e!> 


70225 


18609625 


18,2788 


6.4282 


0.003774 


832,52 


55154,6 


2,42885 


2« 


7<l75tt 


18821096 


16,3095 


6,4312 


U,003759 


885,66 


55571,6 


2,43488 


MT 


71289 


1 90341 6S 


16,3401 


6,4393 


0,003745 


838,81 


55990,2 


2,42851 


268 


7IS24 


19248H82 


16.3707 


6.4473 


0.003731 


841,95 


56410,4 


2.42818 


26» 


72361 


1Ö165109 


16,4012 


6.4558 


0,003717 


845,09 


56833,'2 


2,42976 


270 


T2900 


19683000 


16,4317 


6,4633 


0,003704 


848,23 


572.55,5 


2,4318« 


27i 


73U1 


19902611 


16.4621 


6.4713 


0,003690 


851,37 


57680.4 


2,43297 


2T2 


7398-1 


20123648 


16,4924 


6,4792 


0,003677 


854,51 


58106,9 


2,4:M57 


ST8 


74529 


20346417 


16,5227 


6,4872 


0,003663 


857,85 


58534,9 


2.43616 


214 


75079 


20570821 


16,5529 


6.4951 


0,003650 


880.80 


58984 .6 


2.43775 


2IS 


75625 


30798875 


16,5831 


6.5030 


0,003636 


883.94 


59395,7 


2.439SS 


310 


76178 


21024576 


18,6132 


6,5108 


0,003623 


887,08 


59828,5 


2,14091 


211 


76729 


21253933 


16,6433 


6,5187 


0.003610 


870.22 


60262,8 


3.44218 


27» 


77264 


2US4952 


16,6733 


6,5285 


0,(XI3597 


87.9.36 


60698.7 


2.41404 


379 


778*1 


21717639 


16,7033 


5,5843 


0,003584 


878.50 


61136,2 


2,44560 


280 


78400 


21952000 


16,7332 


5,5421 


0,(K)357I 


879.65 


61575,2 


2.44716 


281 


78961 


22188041 


16,7681 


6.5499 


0,003559 


882,79 


62015,8 


2.44871 


282 


79524 


22425768 


16,7929 


8,5577 


0,003546 


885.93 


62458,0 


2.45025 


268 


S0099 


22665187 


1A.8226 


6,5654 


0,008534 


889,07 


62901,8 


2.45179 


281 


B0956 


22906304 


16.8528 


6,5731 


0,008521 


892.21 


63347,1 


2.45382 


285 


81225 


23149125 


16,8819 


6,5808 


0,003509 


895,35 


63794,0 


2,45484 


286 


817H6 


28393656 


16,9115 


6,5885 


0,003497 


898,50 


64242,4 


2,458ST 


287 


82369 


28639903 


16,9411 


6,5962 


0,003484 


901,64 


64692,5 


2.45788 


288 


82944 


aB8»7872 


16,9708 


6,6039 


0.003472 


904.78 


651*4.1 


2,45939 


289 


83521 


24137589 


17,0000 


6,6115 


0,003460 


907,92 


65597,2 


2,18090 


290 


84UH( 


24389000 


17,029* 


6,6191 


0,003*48 


911.06 


69052.0 


3,46240 


S91 


84681 


34642171 


17,0587 


6,6267 


0,003436 


914,20 


66508.3 


2,46389 


2B! 


»5264 


24897088 


17.0880 


6.6343 


0.003425 


917,35 


66966,2 


2,46588 


898 


85li49 


25153757 


17,1172 


6.6*19 


0.'«3413 


920,*» 


67425,6 


3.46687 


2M 


864S6 


25412184 


17,146* 


6,8494 


0.1X18401 


923.63 


67886.7 


3,46835 


295 


87025 


25672375 


17.1756 


6,6569 


O.IK13390 


926.77 


68349,3 


2,46983 


29« 


87616 


25934336 


17,2047 


6,6644 


0,003378 


929.91 


68813,4 


2,47139 


29T 


88209 


26I9807S 


17,2337 


6,6719 


0.00836" 


933.05 


69279.2 


2.47376 


288 


88804 


26463592 


17,2627 


6.6791 


0,003358 


936.19 


69746,6 


2.47428 


289 


BB401 


26730899 


17,2916 


6,6869 


0,003344 


93»,34 


70215,4 


2,47567 


800 

1 


90OO0 


27000000 


17,3205 


6.6943 


0.O03333 


942,48 


70685,8 
27* 


3,47712 



8 



TabeUe I. n = 301 bis n = 350. 



n 



n' 



n' 



/n 



8 



n 



Tcn 



Tin' 



logn 



301 
302 
303 
304 
305 

306 
307 
308 
309 
310 

311 
312 
313 
314 
315 

316 
317 
318 
319 
320 

321 
322 
323 
324 
325 

326 
327 
328 
329 

330 

331 
332 
333 
334 
335 

336 
337 
33S 
339 

340 

341 
342 
MS 
MA 
345 

346 
347 

34S 
349 

35i> 



I 



90601 
91204 
91809 
92416 
93025 

93636 
94249 
94864 
^481 
96100 

96721 
97344 
97969 
98596 
99225 

99856 
00489 
01124 
01761 
02400 

03041 
03684 
04329 
04976 
05625 

06276 
06929 
07584 
08241 
089<H) 

09561 
10224 
10889 
11556 
12225 

12S96 
13569 
14244 
14921 
156«X) 

16281 
16964 
17649 
IS336 
19» -25 

19716 
2':'4':'9 
2U'>4 

215^.^ 

225«>> 



! 27270901 
27543608 
27818127 
28094464 
28372625 

28652616 
28934443 
29218112 
29503629 
: 29791000 

- 30080231 
30371328 
30664297 
30959144 
31255875 

31554496 
31855013 
32157432 
32461759 
32768000 



33076161 i 
33386248 < 
33698267 
34012224 
34328125 

34645976 
34965783 
35287552 
35611289 
35937<X>0 

36264691 
3659436S 
36926i)37 
3725971.U 
37595375 

37983n56 
3S272753 
38614472 
3^9^x^219 
o93l*4iHX» 

3965 1S21 

400« »lÖS^ 
40353607 
4p7o7584 
41» '63625 

41421736 
4l7Sl92o 
42144192 
425oS:v49 
42S75*'«'«» 



7,3494 
7,3781 
7,4069 
7,4356 
7,4642 

7,4929 
7,5214 
7,5499 
7,5784 
7,6068 

7,6352 
7,6635 
7,6918 
7,7200 
7,7482 

7,7764 
7,8045 
7,8326 
7,8606 
7,8885 

7,9165 
7,9444 
7,9722 ! 

8,0000 ■ 
8,0278 ! 

8,0555 ' 
8,0831 
8,1108 i 
8,1384 ' 
8,1659 

^,1934 
8.2209 
8,2483 ; 
8,2757 
8.3030 

8,33i^3 
8.3576 
S,3848 
S.4r2*» 
.S.4391 

>.4662 
S.4932 
>,52«'3 
>,5472 
8.5742 

VÖ'Ml 
N6279 
>,6548 
8,6815 
8.7t:'83 



6,7018 
6,7092 
6,7166 
6,7240 
6,7313 

6,7387 
6,7460 
6,7533 
6,7606 
6,7679 

6,7752 
6,7824 
6,7897 
6,7969 
6,8041 

6,8113 
6,8185 
6,8256 
6,8328 
6,8399 

6,8470 
6.8541 
6,8612 
6,8683 
6,8753 

6,8824 
6,8894 
6,8964 
6,9034 
6,9104 

6,9174 
6,9244 
6,9313 
6,9382 
6,9451 

6,9521 
6.9589 
6.9658 
6,9727 
6.9795 

6,95>64 
6.9932 

7.<>MHI 

7,^>•6^ 
7.0136 

7,<»2t'3 
7,o27l 
7.«.«o3> 
7,04(^ 
7,0473 



0,003322 
0,003311 
0,003300 
0,003289 
0,003279 

0.003268 
0,003257 
0,003247 
0,003236 
0,003226 

0,003215 
0,003205 
0,003195 
0,003185 
0,003175 

0,003165 
0,003155 
0,003145 
0,003135 
0,003125 

0,003115 
0,003106 
0.003096 
0,003086 
0,003077 

; 0,003C»67 
. 0.003058 
I 0,003049 
' 0,003040 
0,003030 

0,iH>3021 
0,«.K»3012 
I 0,lK)3tX)3 
0,002994 
0,t»2985 

0,002976 
0,002967 
0,<X»2959 
0,(.NJ2950 
0.«X»294 1 

0,<H)2933 
O.CX»2924 
0.«'C»2915 
OjX»29«>7 
0,inV>S99 

0.» X»2S9»> 
O.L'<»25!^2 
0.0« '2874 
0,0C»2865 
O.C'02857 



I 



945,62 
948,76 
951,90 
955.04 
958,19 

961,33 
964,47 
967,61 
970,75 
973,89 

977.04 
980,18 
983,32 
986,46 
989.60 

992.74 

995.88 

999,03 

002.2 

005,3 

008,5 
011,6 
014.7 
017,9 
021,0 

024,2 
027.3 
030.4 
033,6 
036.7 

039,9 
043,0 
046,2 
049,3 
052,4 

055,6 
058,7 
061,9 
065,0 

l»68.1 

071.3 
074,4 
077,6 
08«j.7 
083,^ 

087.0 



71157,9 
71631.5 
72106,6 
72583.4 
73061,7 

73541,5 
74023,0 
74506.0 
74990,6 
75476,8 

75964,5 
76453,8 
76944.7 
77437,1 
77931,1 

78426,7 
78923,9 
79422.6 
79922.9 
80424,8 

80928,2 
81433,2 
81939.8 
b2448.0 
82957.7 

83469,0 
• 83981,8 
I 84496,3 
I 85012,3 

85529,9 



» - 



090.1 
093,3 
096,4 
099.6 



86(^^49.0 
86569,7 
87092,0 
87615,9 
88141.3 

88668.3 
89196,9 
89727,0 
90258,7 
9C>792,0 

91326.9 
91863,3 
92401.3 
92940,9 
93482,0 

94024,7 
94569,0 
95114,9 
95662,3 
96211,3 



2,47857 
2,48001 
2,48144 
2.48287 
2.48430 

2.48572 
2,48714 
2,48855 
2,48996 
2,49136 

2,49276 
2,49415 
2,49554 
2,49693 
2,49831 

2,49969 
2,50106 
2.50243 
! 2.50379 
2,50515 

2,50651 
, 2,50786 
! 2,50920 

2.51055 
1 2,51188 

I 2,51322 
2,51455 
2,51587 

I 2,51720 
2,51851 

2,51983 
2.52114 
I 2,52244 
2.52375 
2.525(H 

2,52634 
2,52768 
2,52892 
2,5302ü 
2,53148 

■ 2,53275 
2,53403 
2,53529 
2.53656 

I 2,53782 

2,53908 
I 2,54033 

2,54158 
I 2,54283 
i 2,54407 



■ 


■ 


Tabelle I 


— 351 


bis n = 100. 


■ 


^1 


n 


n' 


.. 


T^ 


Vi 


1 


,. 


4 


logt. H 


Ml 


123301 


43249551 


1S,7350 


7.0540 


0,002849 


1102.7 


98761.8 


^1 


«2 


123904 


43614308 


16.7617 


7,0607 


0,002841 


1105,8 


97314,0 


2,54654 ^H 


3d3 


134609 


43986977 


18,7883 


7,0674 


0,002833 


1109.0 


97867,7 


2,54777 ^M 


«M 


125316 


41361864 


18,8149 


7,0740 


0,002825 


1112,1 


98423,0 


2,54900 ^M 


355 


126Ü25 


41738875 


1S,8414 


7.0807 


0.002817 


1115,3 


98979,8 


^M 


356 


126736 


45U8016 


18,8680 


7,0873 


0.002809 


1118.4 


99538.2 


2,55145 ^^1 


357 


127419 


45499293 


18,8944 


7,0940 


0,002801 


1121.5 


100098 


3.55267 ^H 


358 


128164 


45882712 


18.9209 


7,1006 


0.002793 


1124.7 


100660 


2,55388 ^H 


359 


128881 


46368279 


18,9473 


7.1072 


0.(W2786 


1127,8 


101223 


2,55509 ^H 


■^ 


129600 


46656000 


18,9737 


7.1138 


0.002778 


1131,0 


101788 


2.55630 ^H 


K> 


130321 


47045881 


19,0000 


7,1204 


0,002770 


1134,1 


102354 


^H 


Hb 


1310U 


47437928 


19.0263 


7.1369 


0.002762 


1137,3 


102922 


^H 


mm 


131769 


47832147 


19,0526 


7.1335 


0.002755 


1140,4 


103491 


2.55991 ^H 


au 


132496 


48228544 


19.0788 


7,1400 


0.002747 


1143.5 


104062 


^H 


M5 


13332i 


48627125 


19.1050 


7,1166 


0,002740 


1146.7 


104635 


^H 


SM 


133<I56 


49037896 


19.1311 


7,1531 


0,002732 


1149.8 


105209 


^H 


36T 


134689 


49430663 


19.1572 


7,1596 


0,002725 


1153,0 


105784 


^H 


3<S 


135421 


49636032 


19,1833 


7,1661 


0,002717 


1156,1 


106362 


2.56535 ^H 


M» 


136161 


50243409 


19.2094 


7,1726 


0,002710 


1159,2 


106941 


2,58703 ^H 


370 


136900 


506531 KH) 


19,2351 


7,1791 


0,002703 


1162,1 


107521 


2,56820 ^H 


871 


1. 171) 11 


riM«|>tl1 


19,2'in 


7,li-i^ 


'i,no2fl95 


1165.5 


108103 


^H 


872 


lajcifi 


r^llTsHli 






■ ■:«rimn 


1168,7 


108687 


^H 


»TS 


139 1-21 










1171,9 


109372 


2,57171 ^H 


374 


lasare 


:rl]\:.;2i 








1175,0 


109858 


2,57337 ^H 


875 


14063S 


:i2;;iLiT;i 


Ul.o^ilSI 


7/2 IIJ 


ij!(I'pJÖÖ7 


1178.1 


110447 


^M 


376 


111376 


53157376 


19.a907 


7,2177 


0.002660 


1181,2 


1 11036 


^H 


377 


U2I29 


53582633 


19,1165 


7.2240 


0,002653 


1184,4 


11162» 


2,57634 ^H 


ars 


U2884 


54010153 


19,4422 


7.2304 


0.002646 


1187,5 


112321 


^H 


8T9 


143641 


51439939 


19.4679 


7,2368 


0,002639 


1 190,7 


112815 


^H 


380 


HtlOü 


54872000 


19.4936 


7,2432 


0,002632 


1193,8 


113411 


^H 


3«1 


145161 


55306341 


19,5192 


7.2495 


0.002625 


1196,9 


114009 


2,58093 ^^1 


m 


143Ü24 


55712968 


19,5448 


7,2558 


0.0<t2618 


1200.1 


114608 


3.58206 ^H 


383 


146(iä9 


56181887 


19,57<M 


7,2622 


0,CK)26I1 


1203,2 


115209 


2,58320 ^H 


384 


147456 


56823104 


19,5959 


7,2685 


0.002604 


1206,4 


115812 


2,53433 ^H 


385 


14822:. 


57006625 


19,6214 


7.274S 


0,002597 


1209,5 


116416 


2,53546 ^H 


986 


148996 


57512456 


19,6469 


7,2811 


0,(W2591 


1312.7 


117021 


^H 


88T 


149769 


57960603 


19,6723 


7,2874 


0,002584 


1215,8 


117628 


^H 


988 


lWlä44 


5H4 11072 


19,6977 


7,2936 


0,002577 


1218,9 


118337 


2,58883 ^H 


389 


1&132I 


58863869 


19.7231 


7.2999 


0.002571 


1322.1 


1 18847 


2.58995 ^H 


390 


1521O0 


59319000 


19.7484 


7,3061 


0,002584 


1225,2 


119459 


2,59106 ^H 


891 


152881 


59TTS471 


19.7737 


7.3124 


0,003558 


1228,4 


120072 


^H 


392 


153664 


60238288 


19.7990 


7,3186 


0.002551 


1231.5 


120687 


2.59329 ^H 


398 


151419 


60698457 


19,8312 


7.3248 


0,002545 


1231,8 


121304 


2.59439 ^^H 




155236 


61182984 


19.8194 


7.3310 


0,002538 


1237,8 


121932 


2,59550 ^^M 




156025 


61629875 


19,8746 


7.3372 


0,002532 


1240.9 


122542 


^^M 




156816 


62099136 


10.8997 


7.3131 


0,002525 


1244,1 


123163 


^^1 




157609 


62570773 


1<I,9249 


7,3496 


0,002519 


1247,2 


123786 


2.59879 ^^1 




158104 


83044792 


19.9499 


7,3558 


0,002526 


1250.4 


124410 


2.59983 ^H 




iwaoi 


63521199 


19,9750 


7,3619 


0,008506 


1353,5 


125036 


2.60097 ^H 




m 


64000000 


20,0000 


7,3681 


0,002500 


1256,6 


125681 


2.6020« ^H 



10 



Tabelle I. n = 401 bis n s= 450. 



n 


160801 


n» 


Vn 


8 


1 
n 


Tcn 


71 n* 

4 


logn 


401 


64481201 


20,0250 


7,3742 


0,002494 


1259,8 


126293 


2,60314 


402 


161604 


64964808 


20,0499 


7,3803 


0,002488 


1262,9 


126923 


2,60423 


403 


162409 


65450827 


20,0749 


7,3864 


0,002481 


1266,1 


127556 


2,60531 


404 


163216 


65939264 


20,0998 


7,3925 


0,002475 


1269,2 


128190 


2,60688 


405 


164025 


66430125 


20,1246 


7,3986 


0,002469 


1272,3 


128825 


2,60746 


406 


164836 


66923416 


20,1494 


7,4047 


0,002463 


1275,5 


129462 


2,60853 


407 


165649 


67419143 


20,1742 


7,4108 


0,002457 


1278,6 


130100 


2,60959 


408 


166464 


67917312 


20,1990 


7,4169 


0,002451 


1281,8 


130741 


2,61066 


409 


167281 


68417929 


20,2237 


7,4229 


0,002445 


1284,9 


131382 


2,61172 


410 


168100 


68921000 


20,2485 


7,4290 


0,002439 


1288,1 


132025 


2,61278 


411 


168921 


69426531 


20.2731 


7,4350 


0,002433 


1291,2 


132670 


2,61384 


412 


169744 


69934528 


20,2978 


7,4410 


0,002427 


1294,3 


133317 


2,61490 


413 


170569 


70444997 


20,3224 


7,4470 


0,002421 


1297,5 


133965 


2,61595 


414 


171396 


70957944 


20,3470 


7,4530 


0,002415 


1300,6 


134614 


2,61700 


415 


172225 


71473375 


20,3715 


7,4590 


0,002410 


1303,8 


135265 


2,61805 


416 


173056 


71991296 


20,3961 


7.4650 


0,002404 


1306,9 


135918 


2,61909 


417 


173889 


72511713 


20,4206 


7,4710 


0,<X)2398 


1310,0 


136572 


2,62014 


418 


174724 


73034632 


20,4450 


7,4770 


0.002392 


1313,2 


137228 


2,62118 


419 


175561 


73560059 ! 20,4695 


7,4829 


0,002387 


1316,3 


! 137885 


2.62221 


420 


176400 


74088000 i 20,4939 


7,4889 


0,002381 


1319,5 


138544 


2,62325 


421 


177241 


74618461 20,5183 


7,4948 


0,002375 


1322,6 


139205 


2,62428 


422 


178084 


75151448 i 20,5426 


7,5007 


0,002370 


1325,8 


139867 


2,62531 


423 


178929 


75686967 20,5670 


7.5067 


0.002364 


1328,9 


140531 


2,62634 


424 


179776 


76225024 '. 20,5913 


7,5126 


0.002358 


1332,0 


141196 


2,62737 


425 


180625 


1 76765625 . 20.6155 


7,5185 


0.002353 


1335,2 


141863 


2,62839 


426 


181476 


77308776 : 20,6398 


7,5244 


0,002347 


1338,3 


14253L 


2,62941 


427 


182329 


77854483 20,6640 


7,5302 


0.002342 


1341,5 


143201 


2,63043 


428 


183184 


: 78402752 


20,6882 


7,5361 


0,002336 


1344,6 


143872 ! 2,63144 


429 


184041 


1 78953589 


20,7123 


7,5420 


0,002331 


1347,7 


144545 


2,63246 


430 


1849iK) 


79507000 


20,7364 


7,5478 


0.002326 


1350,9 


145220 


2,63347 


431 


185761 


80062991 


20,7605 


7.5537 


0,002320 


1354,0 


145896 


2,63448 


432 


186624 


80621568 


20.7846 


7,5595 


0.0<»2315 


1357,2 


146574 - 2,63548 


433 


187489 


81182737 


20.8087 


7,5654 


0,rK)2309 


1360,3 


147254 2,63649 


434 


i 188356 


81746504 


20.8327 


7,5712 


0.(KV23O4 


1363,5 


147934 : 2,63749 


435 


: 189225 


82312875 


20,H567 


7,5770 


0,002299 


1366,6 


148617 ' 2,63849 


436 


190096 


82881856 


20.8806 


7,5828 


0,002294 


1369,7 


149301 2,63949 


437 


190969 


83453453 


20,9045 


7,5886 


0,1 M »2288 


1372,9 1 


149987 2,64048 


438 


1 191844 


84i>27672 


20,9284 


7,5944 


0,002283 


1376,0 


150674 i 2.64147 


439 


192721 


84604519 


20.9523 


7.6lXn 


O.Ck>2278 


1379,2 


151363 ! 2,64246 


440 


1936iH) 


85l84lKX> 


20,9762 


7,6059 


0,CK»2273 


1382,3 


152053 1 2.64345 


441 


: 194481 


85766121 1 2l,iKKK> 


7,6117 


t),<H>2268 


1385.4 


152745 1 2,64444 


442 


195364 


86350888 


21,023.s 


7,6174 


0.1K»2262 


1388,6 


153439 2,64542 


443 


196249 


86938307 


21.0476 


7.6232 


0.«H>2257 


1391,7 


154134 1 2,64640 


444 


197136 


87528384 21,0713 


7,6289 


0,1 K »2252 


1394,9 


154830 i 2,64738 


445 


19S025 


}SM21125 


21.0950 


7,6346 


0.«H»2247 


1398.0 


155528 1 2.64886 


446 


19SiU6 


8.S7 16536 


21.11;j7 


7.6403 


IM K »2242 


1401,2 


156228 i 2,64933 


447 


199v^09 


>93 14623 


21.1424 


7.6460 


0.1K»2237 


1404,3 


156930 2,65031 


448 


2lH)7i»4 


v^99 15392 : 21,1660 


7.6517 


0,1« »2232 


1407,4 


157633 ! 2,65128 


449 


2l>160l 


9l>51^vS49 . 2M{«96 


7.6574 


0.iX»2227 


1410.6 


158337 


2,65225 


451* 


2t>25i»0 


91125«HK> 


21,2132 


7.6631 


0,1X^2222 


1413.7 . 


159043 


2.65321 





TBbeUe 1 


B — 451 Mb n = 500- 


^1 


m " 


n' 


Vü 


V^ 


— 


„ 


T "^ H 




20UÜ1 


91733851 


21,2368 


7,6688 


0.002217 


1416,9 


159751 1 2.65418 ^H 




304304 


92345408 


21,2603 


7,6744 


0,002212 


1120,0 


160460 1 2,65514 ^^U 




2052DS 


92959677 


21.2838 


7,6801 


0,002208 


1423,1 


161171 2.65610 ^H 




swite 


»3576664 


21.3078 


7.8857 


0,002203 


1 126.3 


161883 2,65706 ^H 




2(JTü2& 


94196375 


21,3307 


7,0914 


0,002198 


1129,1 


162597 2,65801 ^H 




20T93S 


94818816 


21,3543 


7,6970 


0,002193 


1132,6 


163313 2,65896 ^H 




208S4B 


9544S993 


21,3776 


7,7026 


0,00218» 


H35.7 


164030 ' 2.65992 ^H 




209764 


96071912 


21,4009 


7,7082 


0,002183 


1438,8 


164748 , 2.66087 ^M 




•iimsi 


96702579 


21.4243 


7,7138 


0,002179 


1442.0 


165468 1 2.66181 ^H 




SllSOO 


a7336(JüO 


21,4476 


7,7194 


0,002171 


1445,1 


166190 


^H 




813621 


97972181 


21,4709 


7,7250 


0,002169 


1418,3 


166914 


^1 




2i;i441 


98611128 


21,4942 


7,7306 


0,002165 


1151.4 


167639 


2.66464 ^M 




314869 


99252847 


21,5174 


7,7362 


0,002160 


1154,6 


168365 


2,66558 ^H 




215396 


99897344 


21.5107 


7,7418 


0,002155 


1157.7 


169093 


2,66652 ^H 




216225 


100514625 


21.5639 


7,7473 


0.002151 


1160,8 


169823 


^B 




21T156 


10] 194696 


21,5870 


7.7529 


0.002 IIB 


1461,0 


170554 


^H 




218089 


101847563 


21,6102 


7,7581 


0.002111 


1467,1 


171287 


2.66932 ^H 




819024 


102503232 


21.6333 


7.7639 10,002137 


1470.3 


172021 


2,67025 ^H 




819961 


103161709 


21.6564 


7.7695 , 0,002132 


1478,4 


172757 


^H 




220900 


103S2S00O 


21.6795 


7.7750 


0.002128 


1176.5 


173494 


^H 




981841 


104487111 


21.7025 


7.7805 


0.002 123 


1179,7 


174231 


2,67302 ^H 




2S8T84 


105154(148 


21.7256 


7.7860 


0.002119 


1482,8 


171971 1 2.67391 ^H 




2237B9 


1058238171 21.7486 


7.7915 


0.002114 


1186,0 


175716 2.67486 ^H 




224676 


106196424 21.7715 


7,7970 


0.002110 


1489,1 


176460 1 2,6757» ^H 




225625 


107171875 


21,7915 


7,8025 


0.002105 


1492,3 


177205 2.67669 ^| 




22*576 


107850176 


21.8171 


7.8079 


0,002101 


1495.1 


177952 


2,67761 




287929 


108531333 


21.8403 


7,8 lal 


0.002096 


1498.5 


178701 


2.67852 




228484 


109215352 


21,8632 


7,8168 


0,002092 


1501.7 


179451 


2.67943 




829441 


1099022119 


21,8861 


7,8243 


0,002088 


1504,8 


180203 


2.68034 


^H 


aS0400 


110592000 


21.9089 


7,8297 


0.1X12083 


1508,0 


180958 


2.68184 




S81361 


111284641 


21.9317 


7.8352 


0,0(12079 


1511.1 


181711 


2.68215 




282824 


111980168 


21,9545 


7.8106 


0,002075 


1514.2 


182187 


2.68S05 




268289 


112678587 


21,9773 


7,8460 


0,002070 


15IT,1 


183225 


2.88395 




SM2S« 


1 lU37y9ü4 


22,0000 


7,8511 


0.002066 


1520,5 


183981 


2.68485 




285225 


114084125 


22,0227 


7,8568 


0,002062 


1528.7 


184745 


2,66574 




286196 


111791256 


22.0454 


7,8622 


0.002058 


1526,8 


185508 


2,68664 




:!8It69 


ii5:ioi30« 


22,0681 


7.8676 


0.002053 


1530,0 


186272 


2.68753 




288144 


116214272 


22,0907 


7,8780 


0,002049 


1533,1 


187038 


2.Ua842 




2B9121 


116930169 


22,1133 


7.8784 


0,002045 


1536,2 


187805 


2.68931 




840100 


117649000 


22,1359 


7,8837 


0,002011 


1539,1 


188574 


2.69020 




241081 


nn:i7il771.' lilij.is.". 


l.fs\,\ , (i,fi.i:;(,;i7 


1512,5 


189345 


2,69108 




242064 






1545.7 


190117 


2,69167 




243049 






1548^ 


190890 


2.6BB85 




244036 








1551.9 


191665 


2,6937» 




245025 


IJIJ«737J 


22!2J86 


7,'i)|05 


0.1 M 12020 


1555,1 


192112 


2.89461 




2mm 


122UÜ3936 


22.2711 


7,9158 


0,(J020I6 


1558.2 


193221 


2.69548 




247009 


122763473 


22.2985 


7,9211 


0,(102012 


1561.1 


194000 


2,69636 




2*«004 


12;i:.05992 


22,3159 


7,9264 


0.00200» 


1564.5 


191782 


2,69788 




249001 124251499 


22.3383 


7,9317 


0,002004 


1567.7 


195565 


2.69810 


^H| SOOOOO lUDOOOiXXi 


22.3607 


7,9370 


0,002000 


1570.8 

■ 


196850 


2.6989T 



^t 


Tabelle 1 


11=50 


bis B^ 


50. 


^ 


■f 


m 


n. 


.■ 


Vi 


yr 


— 


^n --- 


^fl 


^H 


251(KH 


125751501 32,8830 


7.9438 


0,001996 


1573,9 


197 13S 


l^B^^I 


^H 5oa 


252004 


126506008! 22.4054 


7,9476 


0,OU1992 


1577,1 


197923 


>jö^H 


^H soa 


253009 


127263527 22,4277 


T.9528 


0,001988 


1580,2 


198713 


3.Ta^^H 


^H 504 


254016 


128034064. 33.4499 


7,9581 


0,001984 


1593,4 


199504 


a.To^^H 


^H 


255025 


1S8787625 22,4723 


7.9634 


0.001980 


1586,5 


2i«>296 


i.^fS^^M 


^H 506 


25(i036 


129554216, 22,4941 


7,9686 


0,001976 


1581).n 




^ '"kl^^l 


^H 51)7 


257049 


130323843 


22^167 


7,9739 


0,001972 


159-2.'' 






^H 


258064 


131096Ö13 


23.53S9 


7,9791 


0,001969 


159.'./' 






^H 


259081 


131872229 


22,5610 


7,9843 


0,001965 


1599,1 




-■■'ii^^M 


^H 


260100 


132651000 


22,6832 


7,9896 


0,001961 


1602,-i 


L'OlliBL' 


'i.i'tJi^^M 


^H Sil 


261121 


133432831 


22,6053 


7,9948 


0,001957 


1605.4 


205084 


VM^H 


^H 5ia 


262144 


134317728 


22.6274 


8,0000 


0,001953 


1609,5 


206887 


2.70^^B 


^H 513 


263169 


13J005697 


22.6495 


8,0052 


0,001949 


1611.6 


206692 


V^^M 


^H 514 


364196 


135796744 


33,6716 


8,0104 


0,001946 


1614.8 


207199 


S.71^^H 


^H 515 


265225 


136590875 


22,6936 


8,0156 


0,001942 


1617,9 


2Ü8S0T 


S,T1^H 


^H 516 


366256 


137388096 


22,7156 


8,0208 


0,001938 


1621,1 


209117 


S,71^^H 


^H 


26T289 


138188413 


22.7376 


8.0360 


0,001934 


1624,2 


209928 


vi^^H 


^H öts 


2Ö8324 


138991832 


22,7596 


8,0311 


0,001931 


1627.3 


210741 


i,I^H 


^H 


269361 


139798.<t59 


22,7816 


8.0363 


0,001927 


1630,5 


311550 


s.'^H 


^H 


270400 


140608000 


22,8035 


8,0415 


0,001933 


1633,6 


212872 


Vl^^l 


^H 


2T1141 


141420761 


22.8254 


8,0466 


0,001919 


1636.8 


218189 


'•'t^^M 


^H 


2T24S4 


1423366-18 


22,8473 


8,0517 


0,001916 


1639,9 


2140U8 


vq^U 


^H 523 


2T3529 


143055667 


33.8692 


8.0569 


0.001912 


1613,1 


214829 


s.ii^^B 


^H 


274576 


143877S34 


33,8910 


8.0620 


0,1X11908 


1646,2 


315651 


z,T>^^l 


^H 525 


275625 


14'4703125 


33,9129 


8,0671 


0.001905 


1649,3 


216475 


:.I3^H 


^H 


276676 


145531576 


22,9347 


8,0723 


0,001901 


1652,5 


217301 


!,;2«^H 


^H 


277729 


146363183 


22.9565 


8,0774 


0,001898 


1655,6 


2I8I28 


I,7i^H 


^H 


278784 


147197953 


22,9783 


8.0825 


0,001894 


1658,8 


218958 


2.T2^^H 


^H 529 


279841 


148035B89 


23 0000 


8 0876 


0,001890 


1661,9 


219787 


S.TS^^H 


^H 


809 


88 OOO 




8 0927 


0,001887 


1665.0 


220618 


8,Tfl^^H 


^H 


28 96 


9 9 


34 


8 0978 


0,001883 


1668,2 


221453 


9,Ta^^H 


^H 532 


28 




8 028 


0,001880 


I67I.3 


332387 


2.7n^H 


^1 


28 




8 1079 


0.001876 


1674,5 


223123 


>,Tt^^H 


^H 


85 




8 1130 


0,001873 


1677.6 


2289S1 




^H 


2S6 




»1180 


0,001869 


1680,8 


324801 


2.7^^H 


^H 5 b SS 




8 123t 


0,001866 


1683.9 


225642 


U2^^1 


^H 




K 1281 


0,001862 


1687.1) 


226484 


2.7ä^H 


^H ä S SS 




KI332 


0,001859 


1690,2 


■W7:l39 


uao^H 








8 1382 


0,001855 


1693,3 


228175 


2.ia^H 


^H 


9 




8 1433 


0,1)01852 


1696,:. 


229023 


2,TS1^^I 








H UH3 


0.O0184S 


1699,6 


329871 


''l^^l 








8 1533 


0,001845 


1702,7 


230722 










8 1588 


0,001842 


1705,9 


231574 




^H 


9 




ö 1633 


0,001838 


1709,0 


23342S 




^H 545 


n 




8 1683 


0,001835 


1712,2 


233283 


v^^^H 


^H 511! 


98 6 


62 316 


666 


8 1733 


0,001882 


1715,;J 


284UO 


arn^^l 


^H 


992 9 


fi 66 S 


. 880 


8,1783 


0,001828 


1718,-1 


334998 


S.7^^H 


^H 


300304 


164586592 


23,4094 


8,1833 


O.O01825 


1721.6 


285858 




^H 54S 


301401 


165469149 


33,4307 


8,1882 


0,001822 


1724,7 


286780 




^^1 


302500 

■ 


166375000 


23,4521 

■ 


8,1932 

■ 


0,001818 


1727.9 


337588 

■ 


!,T<^H 



1 


Tabelle I 


n = 551 


Ws 11^600. 13 V 


i- 


n» 


Vn 


/n 


1 


,. 


4 


Icgn 


»Ol 


167284151 


23,4734 


8.1983 


0,001815 


1731,0 


238448 


2,74116 


,704 


168I9B608 


23,4947 


8,2031 


0,001812 


1734,2 


239314 


2,74194 


1809 


160112377 


23,5160 


8,2081 


0,001808 


1737.3 


240182 


2,74273 


i916 


17003U61 


23,5372 


8.2130 


0.001805 


1740.4 


241051 


2.74351 


B025 


170953875 


23,5581 


8,2180 


0,001802 


1743,6 


241922 


2,74429 


B13t> 


171879616 


23,5797 


8,2229 


0,001799 


1746,7 


242T95 


2,74507 


0249 


1T2808693 


23,6008 


8,2278 


0,001795 


1749,9 


243669 


2,74586 


IStil 


n;t74iii2 


23.6220 


8,2327 


0,001792 


1753,0 


244545 


2,74668 


8481 


17467ÖH79 


23,6432 


8.2377 


0,001789 


1756,2 


245422 


2,74741 


B600 


17561 60« K} 


23,6643 


8,2426 


0,001786 


1T59,3 


246301 


2,74819 


1721 


176558181 


23.6854 


8,2475 


0,001783 


1762,4 


247181 


2,74896 


«4 


177504928 


23,7065 


8.2524 


0,001779 


1765,6 


248063 


2,74974 




176453547 


23.7276 


8.2573 


0,001776 


1768,7 


248947 


2,75051 


096 


179406144 23,7487 


8,2621 


0,001773 


1T7I,9 


249832 


2,76128 


Ksa 


180862125 23.769T 


8,2670 


0,001770 


1775,0 


250719 


2,75205 


hU6 


181B2U96, 23.7908 


8,2719 


0,001767 


1778,1 


251607 


2.75282 


(89 


182281263 23,8118 


8,2768 


0,001764 


1781,3 


252497 


2,75358 


SS4 


18S2Ö0432 23,8328 


8,2816 


0,001761 


1784,4 


253388 


2,75435 


7«1 


184220009 23,8537 


8.2865 


0,001757 


1787,6 


254281 


2.76511 


1900 


185193000 23,8747 


8.2913 


0,001754 


1790.7 


255176 


2,75587 


104t 


186169411: 23,8956 


8.2962 


0,001751 


1793.8 


256072 


2,75664 


T1S4 


18711924«; 23,9165 


8.3010 


0,001748 


1797,0 


256970 


2.75740 


B329 


188132517 23,9374 


8.3059 


0,001745 


1800,1 


257869 


2.75815 


9476 


1891l«L>24 23,9583 


8.3107 


0,001742 


1803,3 


258770 


2,75891 


06S5 


190109375' 23,9792 


8,3155 


0.001739 


1806,4 


259672 


2.75967 


inift 


IPimaiiTfi 34,0000 


8,3203 


0,001736 


1809,6 1 260576 


2,76042 


292B 


192M(i(i:ia 24,0208 


8,3251 


0,001733 


1812,7 261482 


2.76118 


40S4 


193100JL)2, 24,0416 


8,3300 


0,001730 


1815,8 262389 


2.76193 


b241 


1941(U539, 24,0624 


8,3343 


0,001727 


1819.0 263298 


2,76268 


1400 


195112000 24.0832 


8.3396 


0,001724 


1822.1 ! 264208 


2,76348 


RBl 


19612294t 24 1039 


8,3443 


0,fl01721 


1825,3 1 265120 


2,76418 


i724 


197137368, 24.1247 


8.3491 


0,001718 


1828,4 266033 


2,76492 


»889 


198155287 24.1454 


8,3539 


0,001715 


1831,5 266048 


2,76567 


1056 


19917671^1 24,1S81 


8,3587 


0,001712 


1834,7 267865 


2.76641 


£22ä 


200201625 24,1868 


8.3634 


0,001709 


1837,8 268783 


2,76716 


S398 


2Ü123orJ.-|6, 24.2074 


8,3682 


0,001706 


1841,0 i 269703 


2,T6790 


4569 


202262i"),T 24.2281 


8,3730 


0,001704 


1844,1 ' 270624 


2,76864 


5744 


203297172 24.2487 


8,3777 


0,001701 


1847.3 ' 271547 


2,76938 


B»21 


20433641)9 24.2693 


8,3825 


0,001698 


1850.4 1 272471 


2,77013 


8100 


205379000, 24,2899 


8,3872 


0.001695 


1853,5 273397 


2,77085 


9281 


206425071' 24,3105 


8,3919 


0,(Kil692 


1856,7 274325 


2,77159 


464 


207474688 24,3311 


8,3967 


0.001689 


1859,8 ' 275254 


2.77233 


649 


20852T8J7 24.8516 


8.4014 


0.001686 


1863,0 276184 


2,77305 


886 


209534584 24.S72I 


8,4061 


0,001684 


1866,1 


277117 


2.7737» 


U)85 


210644875 24,8926 


8,4108 


0.001681 


1869,2 


278051 


2,77452 


ßl6 


211708TB6 24.4131 


8,4155 


0,001678 


1872,4 


278986 


2,77525 


l«9 


212776173 24.4836 


8,4202 


0,(X)1675 


1875,5 


279923 


2,77597 


604 


218847192 24,4,540 


8.4249 


0.001672 


1878,7 


280862 


2,77670 




214921799 24.4745 


8,4296 


0,001669 


1881,8 ( 281802 


2,77748 


1 


216000000, 24.4949 


8.4343 


0,001667 


1885,0 1 282748 


2,T781B 



14 



Tabelle I. n = 601 bis n = «50. 



n 


n« 


n« 


/n 


8 


1 
n 


Tcn 


4 


logn 


601 


361201 


217081801 


24,5153 


8,4390 


0,001664 


1888,1 


283687 


2,77887 


602 


362404 


218167208 


24,5357 


8,4437 


0,001661 


1891,2 


284631 


2,77960 


603 


363609 


219256227 


24,5561 


8,4484 


0,001658 


1894,4 


285578 


2,78032 


604 


364816 


220348864 


24,5764 


8,4530 


0.001656 


1897,5 


286526 


2,78104 


605 


366025 


221445125 


24,5967 


8,4577 


0,001653 


1900,7 


287475 


2,78176 


606 


367236 


222545016 


24,6171 


8,4623 


0,001650 


1903,8 


288426 


2,78247 


607 


368449 


223648543 


24,6374 


8,4670 


0,001647 


1906,9 


289379 


2,7831» 


608 


369664 


224755712 


24,6577 


8,4716 


0,001645 


1M0,1 


290333 


2,78390 


609 


370881 


225866529 


24,6779 


8,4763 


0,001642 


1913,2 


291289 


2,78462 


610 


372100 


226981000 


24,6982 


8,4809 


0,001639 


1916,4 


292247 


2,78533 


611 


373321 


228099131 


24,7184 


8,4856 


0,001637 


1919,5 


293206 


2,78604 


612 


374544 


229220928 


24,7386 


8,4902 


0,001634 


1922,7 


294166 


2,78675 


613 


375769 


230346397 


24,7588 


8,4948 


0,001631 


1925,8 


295128 


2,78746 


614 


376996 


231475544 


24,7790 


8,4994 


0,001629 


1928,9 


296092 


2,78817 


615 


378225 


232608375 


24,7992 


8,5040 


0,001626 


1932,1 


297057 


2,78888 


616 


379456 


233744896 


24,8193 


8,5086 


0,001623 


1935,2 


298024 


2,7895» 


617 


380689 


234885113 


24,8395 


8,5132 


0,001621 


1938.4 


298992 


2,79029 


618 


381924 


236029032 


24,8596 


8,5178 


0,001618 


1941,5 


299962 


2,79099 


619 


383161 


237176659 


24,8797 


8,5224 


0,001616 


1944,6 


300934 


2,79169 


620 


384400 


238328000 


24,8998 


8,5270 


0,001613 


1947,8 


301907 


2.79239 


621 


385641 


239483061 


24,9199 


8,5316 


0,001610 


1950,9 


302882 


2.79309 


622 


386884 


240641848 


24,9399 


8,5362 


0,001608 


1954,1 


303858 


2,79379 


623 


388129 


241804367 


24,9600 


8,5408 


0,001605 


1957.2 


304836 


2,79449 


624 


389376 


242970624 


24,98(X) 


8,5453 


0,001603 


1960,4 


305815 


2,79518 


625 


390625 


244140625 


25,0000 


8,5499 


0,001600 


1963,5 


306796 


2,7958» 


626 


391876 


245314376 


25,0200 


8,5544 


0.001597 


1966,6 


307779 


2,79657 


627 


393129 


246491883 


25,0400 


8,5590 


0,001595 


1969,8 


308763 


2,79727 


628 


^ 394384 


247673152 


25,0599 


8.5635 


0,001592 


1972,9 


309748 


2,79796 


629 


395641 


248858189 


25.0799 


8,5681 


0,001590 


1976,1 


310736 


2,79865 


630 


396900 


25004 7(HH) 


25,0998 


8,5726 


0,001587 


1979,2 


311725 


2,79984 


631 


398161 


251239591 


25,1197 


8,5772 


0,001585 


1982,3 


312715 


2,80008 


632 


399424 


252435968 


25,1396 


8,5817 


0,001582 


1985,5 


313707 
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0.53545 


0.5392» 


0,54296 


0,5(673 


0.55051 


6t 


29 


0.JM31 


0,»hl2 


».56194 


1., 5657 7 


11.56962 


0.57348 


60 


IUI 


0,5773:. 


0,58124 


■>.:»513 


ii,5»9"5 


> •,59297 


0.596B1 


59 


;n 


0.«HiS6 


0,601*3 


0,61 |^^t 


0.61 2ni 


11.6I6M 


<i.63»83 


58 


SS 


0.624(17 


1 •,63892 


0,63299 


i.,637'.7 


.1.64117 


0.«»53(. 


57 


.« 


«.d4941 


0,«JS55 


M,65771 


0,66 1»9 


•i.866>'» 


.',«7.i2» 


56 


M 


0.67451 


".«7875 


0.6s3'il 


> 1.68 72.- 


11.69157 


i'.6»5»S 


55 


.v.\ 


0.:iHi2l 


0,7-455 


i',7-'891 


0.71329 


1.. 71 769 


•1,72211 


54 




0.72654 


0,731iKl 


0.735*7 


0,73996 


■'.7444: 


11.749U0 


53 


Ü 


0.75355 


".:>i2 


1 1.76272 


■'.76r.JJ 


■1.77196 


■ ',77661 


52 



0,78129 


|l.7^:.»S 


o.:9ri7.i 


0,79544 


,..M,..3.. 


<>.»<4»« 


51 


0.8I.W7» 


O.M461 


».»1946 


",s24i4 


.i,»292:J 


■■.»3415 


50 


0.8391" 


O.M4-7 


«'.MS- -6 


-'.».\4.« 


■■.;5912 


••.Sfrll9 


49 


0.86929 


•i.*:4(i 


.».879:.:. 


i'.»4:3 


■■.»992 


0.89515 


48 


0.91140 


ii.»";>56» 


0,911*9 


1 1.9163a 


■ 1.921 7.' 


o.»37.fl 


47 


"1.93252 


i',»3797 


-.94345 


<>.94»»6 










<-,9:iJ;l 




■■.9*270 






45 




l.iH'5*.> 


i."iir.i 


^■.■i:6i 


1.-3355 


1,-S951 


44 

















mitar 45* 60' bia 89' 60' m looheii. 



Ond 






CoUngena 






Qrad 


0- 


10- 


2ff 


so- 


«• 


SO- 





« 


343,77871 


171,88540 


ll 4,58865 


85.93979 


68.75009 


89 


1 


57.28996 


49,1 (J388 


42,96408 


88.18846 


34,36777 


81,24158 


88 


2 


28,63ri25 


26,43160 


24,54176 


22,90377 


21,47040 


20,20555 


87 


8 


19,1 )H 114 


18.l>74gS 


17,16934 


18.34986 


15,60478 


14,92442 


86 


4 


u.acia: 


13.72674 


18,19688 


12,70621 


12,25051 


11,82617 


85 


'j 


11,43005 


11,05943 


10.71191 


10,38540 


10,07803 


9,78817 


84 


e 


9,514SS 


9,25530 


9,iMl983 


8,77889 


8,55555 


8,34496 


83 


7 


8,14435 




7,77(135 


7, .-.9575 


7,42871 


7,26873 


82 


8 


7,11587 


6.96823 


6,82694 


6,69116 


6,56055 


6.43484 


81 


9 


6,81875 


6.19703 


6,08144 


.'>,<)7576 


5,87080 


5,76937 


80 


10 


5,67128 


.'1,57638 


.'>,48451 


,->.39r>52 


5,30il28 


5,22566 


79 




5.14455 


5.06584 


4,98940 


4,91516 


4,84301 


4.77286 


78 


12 


4,70463 


4,63825 


4,57363 


4,51071 


4,44942 


4,38969 


77 


1» 


4,38148 


4,27471 


4,21988 


4,18531 


4,11256 


4,06107 


T6 


14 


4,01078 


8,96165 


3,91364 


3.86671 


3,82083 


3.77595 


75 


la 


3,73205 


3,68909 


:i,647il5 


3,60588 


3,56557 


3.52609 


74 


iit 


3,48741 


3.11951 


3,41286 


3.S7594 


3.34023 


3,30521 


73 


17 


3,27085 


8,23714 


3.20406 


3.17159 


3.13972 


3,10842 


72 


18 


8,07788 


3,04749 


3.01783 


2,^8868 


2,96004 


2,93189 


71 


19 


2,90421 


2.87701) 


2,85023 


2.82391 


2,79802 


2,77254 


70 


20 


2,74748 


2,72281 


2,69S53 


2.67462 


2.65109 


2,62791 


69 


21 


2,60509 


2,58261 


2,56046 


2.58865 


2.51715 


2,49597 


68 


22 


2,47509 


2,45451 


2.43422 


2.41421 


2,39449 


2,37504 


67 


2* 


2,35585 


2.33693 


2.31826 


2,2998 1 


2,28167 


2,26374 


68 


24 


2.24604 


2,22857 


2.21132 


2,19430 


2,17749 


2.16090 


65 


20 


2,14451 


2.12832 


2,11233 


2,0985 ( 


2,08094 


2,06553 


64 


2» 


2,05030 


2.03526 


2,02039 


2,IM>569 


1,99116 


1,97680 


63 


27 


1,96261 


1,94858 


1.93470 


1,92098 


1,90741 


1,89400 


62 


28 


1,88073 


1.86760 


1.65462 


1,84177 


1,82906 


1.81649 


61 


2» 


1,80405 


1,79174 


1.77955 


1,76749 


1,75556 


1,74875 


60 


80 


1,78205 


1,72047 


1,70901 


1.69766 


1,68613 


1,67590 


59 


Sl 


1,66428 


1,65887 


1.64256 


1,68185 


1,62125 


1,61074 


58 


32 


1,60033 


1,59002 


1,57981 


1.58989 


1,55966 


1,54972 


57 


88 


1,58987 


1,53010 


1,52043 


1.51084 


1..50133 


1,49190 


56 


31 


1,43256 


1,47330 


1,46411 


1.45.501 


1,44598 


1,13703 


55 


35 


1,4281.-. 


1.41984 


1,41061 


1,40195 


1,39336 


1,38484 


54 


36 


1,87638 


1,36800 


1.35968 


1,35142 


1,34323 


1,33511 


53 


87 


1,82704 


1,31904 


1,31110 


1.80323 


1.29541 


1,28764 


52 


88 


1,27994 


1,27230 


1.26471 


1,25717 


1,24969 


1,24227 


51 


89 


1,23490 


1,22738 


1,22031 


1,21810 


1,20593 


1,19882 


50 


40 


1,19175 


1,18474 


1,17777 


1,17085 


1,16393 


1,15715 


49 


41 


1,15037 


1,14363 


1,18694 


1.13029 


1,12369 


1,11713 


48 


42 


1,11061 


1.10414 


1,09770 


1.09131 


1,08496 


1,07861 


47 


43 


1,07237 


1,06613 


1,05994 


1,05378 


l,i>476a 


1,04158 


46 


44 


1,08553 


1.02952 


1,02855 


1,01761 


1,01170 


1,WJ583 


45 


45 


1,00<MHJ 


0,99420 


0,98843 


0,98270 


0,97700 


0.97133 


14 



26 UL TabeUe der FallhlHie h und EndgMehwindlirkeit t == Vi^h. 



V 


h 


V 


h 


V 


h 


0,1 


0,00051 


9,90458 


5,0 


30,0 


45,8701 


0,2 


0,00204 


10,0 


5,09680 


31,3206 


50,0 


0,3 


0,00459 


10,8499 


6,0 


32,0 


52,1918 


0,4 


0,00816 


11.0 


6,16713 


32,8493 


55,0 


0,5 


0.01274 


11,7199 


7,0 


34,0 


58,9190 


0,6 


0,01835 


12,0 


7,33939 


34,3100 


60,0 


0,7 


0,02497 


12,5282 


8,0 


35,5469 


65,0 


0,8 


0,03262 


13,0 


8,61359 


36,0 


66,0545 


0,9 


0,04128 


13,2882 


9,0 


37.0590 


70,0 


1.0 


0,05097 


14,0 


9,98972 


38,0 


73,5977 


1,10071 


0,1 


14,0070 


10,0 


38,1835 


75,0 


1,98089 


0,2 


14.6907 


11.0 


39,6179 


8041 


2.0 


0,20387 


15,0 


11.4678U 


40,0 


81,5487 


2,IS6()3 


0,3 


15,3439 


12,0 


40,6494 


85,0 


2,5 


U.31855 


15,9702 


13,0 


42,0 


89,0076 


2,78907 


0,4 


16,0 


13,04781 


42,0297 


804» 


3,0 


0,45871 


16.5773 


14,0 


42.9741 


95,0 


3,13206 


0,5 


17,0 


14,72975 


44,0 


98,6741 


3,43115 


0.6 


17.1550 


15,0 


44.294 < 


1804» 


W 


0,62436 


17,7176 


16,0 


46,0 


107,848 


3,96177 


0,8 


18,0 


16,51363 


48,0 


117,430 


4,0 


0,81549 


18,0538 


17,0 


50,0 


127,420 


4,20210 


0,9 


18.7835 


18,0 


54.2489 


150,0 


4,42940 


1.0 


19,0 


18,39944 


55,0 


154,178 


4,5 


1,03210 


19,3073 


19,0 


60,0 


183,485 


5,0 


1,27420 


19,8089 


20,0 


62.6412 


200,0 


5,42488 


1.5 


20,0 


20,3872 


65,0 


215.340 


5,5 


1,54178 


21,0 


22,4769 


7041 


249,743 


6 


1,83485 


22,0 


24.6686 


70,0349 


250,0 


6.26412 


2.0 


22.1470 


25,0 


75,0 


287,423 


6.5 


2.15341» 


23,0 


26,9621 


76,7194 


300,0 


7,0 


2.19743 


24,0 


29,3576 


80,0 


326,947 


7,5 


2.86695 


24.2608 


30,0 


82.4856 


35041 


7,67195 


3,0 


25,0 


31.S551I 


85.0 


368,248 


8,0 


3.26195 


26,0 


34,4544 


88,5880 


400,0 


8.28664 


3,5 


26.2047 


35,0 


90,0 


412,841 


8,5 


3.6S240 


27,0 


37.1557 


92.4594 ! 


45M 


8,85880 


4,0 


26,0 


39.9589 


95,0 


459.986 


6.0 


4.12841 


28,0140 


40,0 


99.0442 


aooj 


9,39618 


4,5 


29,0 


42.8641 


100,0 


509,680 


9.5 


4.599S6 


29.7133 


45,0 







Tabelle IT. ündrebiBfeii, Bogen- «• Winkelffesehwindifkeit, p = 1. 27 



Y. Tabelle über Bogen- und Winkelgesehwlndigkeit (t und w<» beiw. w pro Sek.) 
und ümdrehnngen n pro Minute für den Badins = 1. 

Fftr den Badius p == 1 wird Winkelgeschwindigkeit = Um fangggesch windigkeit 

^n ^,^,.^ 30 80 ^- --- 

r = Y = -— - = 0,10472 n, n = v = w = 9,5493 v, aus w : w« = 2ir:860 



* 1^ o 180 ^ 

folgt w* = w 



180 



^ TZ 



v = 6n, w = 



180 



w*» = 0,017458 w». 





_^_^ 




1 


n 


v=w 


w* 


n 


1 


0,1047 


6 


35 




2 


0,2094 


12 


36 




3 


0,3142 


18 


37 


4 


0,4189 


24 


38 




5 


0,5286 


30 


88,197 




6 


0,6288 


86 


39 




7 


0,7830 


42 


40 




8 


0,8878 


48 


41 




9 


0,9425 


54 


42 




9,549 


1.0 


57«» 17' 45" 


42,972 




10 


1,0472 


60 


43 




11 


1,1519 


66 


44 




12 


1,2566 


72 


46 




13 


1,8614 


78 


46 




14 


1,4661 


84 


47 




14,824 


1,5 


85«» 56' 87" 


47,747 




16 


1,5708 


90 


48 




16 


1,6755 


96 


49 




17 


1,7802 


102 


60 




18 


1,8850 


108 


51 




19 


1,9897 


114 


52 




19,099 


2,0 


114» 85' 80" 


52,521 




20 


2,0944 


120 


63 




21 


2,1991 


126 


64 




22 


2,8038 


132 


55 




23 


2,4086 


138 


56 




23,878 


2,5 


143M4'22" 


57 




24 


2,5133 


144 


57,296 




26 


2,6180 


150 


68 




26 


2,7227 


156 


59 




27 


2,8274 


162 


60 




28 


2,9322 


168 


61 




28,648 


3,0 


171«» 53' 15" 


62 




29 


8,0869 


174 


62,070 




30 


3,1416 


180 


63 




31 


8,2463 


186 


64 




32 


3,8510 


192 


66 




33 


8,4558 


198 


66 




38,423 


3,6 


200*» 82' 7" 


66,845 




34 


3,5605 


204 


67 





v = w 



3,6652 
3,7699 
8,8746 
3,9794 
4.0 

4,0841 
4,1888 
4,2985 
4,3982 
4,5 

4,5029 
4,6077 
4,7124 
4,8171 
4,9218 

5,0 

5,0265 
5,1813 
5,2860 
5,8407 

5,4454 

5,6 

5,5501 
5,6549 
5,7C96 

5,8643 
5,9690 

6,0 
6,0737 
6,1785 

6,2832 
6,3879 
6,4926 

6,5 
6,5973 

6,7021 
6,8068 
6,9115 

7,0 
7,0162 



210 
216 
222 
228 
229» 9' 55" 

284 
240 
246 
252 
2bV 49' 52" 

258 
264 
270 
276 
282 

286» 28' 45" 
288 
294 
300 
306 

312 
81 5» 7' 37" 
818 
324 
880 

836 
342 
348« 46' 80" 
348 
354 

360 
366 
372 
37 2» 25' 12" 
878 

884 
890 
896 
401» 4' 12" 
402 



bbeil« IT. UmdrehiBgem, Jhftn- «. iriiihe1?eschwtDdlirkel>i p = l- 





_ 












T = W 


w» 


" 


v=w 


w« 


es 


7,1209 


408 


95,493 


10,0 


572° 57' 20" 


69 


7.2257 


414 


90 


10,053 


576 


70 


7,3804 


420 


07 


10,158 


682 


71 


7,4351 


426 


98 


10,263 


589 


71,620 


7,5 


-129° 43' 7" 


99 


10,367 


594 


72 




4S2 


100 


10,472 


800 


73 


7,64J5 


438 


113,240 


1B,0 


859° 26' 14" 


74 


7,7*98 


iU 


ISO 


15.708 


900 


7S 


7,8510 


450 


190,986 


20,0 


1145° 54' 58" 


7« 


7,B587 


456 


200 


20,944 


1200 


76,394 


8.0 


458° 81-59" 


238,733 


25,0 


1482' 23' 58" 


77 


8,0634 


462 


250 


26.180 


1500 


78 


8.1681 


468 


286.479 


30,0 


1708° 52' 28" 


79 


8.2729 


474 


300 


31,416 


1800 


80 


8.8776 


480 


834,226 


35,0 


2005» 21' 82' 


81 


8,4823 


486 


350 


86,652 


2100 


81.169 


8,5 


487° 0' 51" 


381,972 


40.0 


2301» 49' 65' 


82 


8,5970 


492 


400 




2400 


83 


8,6917 


498 


429,719 


4S,0 


2578" 18' 50- 


84 


8,7965 


504 


450 


47,124 


2700 


85 


8,9012 


510 


477,465 


50,0 


2864° 47' 24" 


8&,94i 


9,0 


515' 89' 44" 


500 


52.360 


3000 


80 


9,0059 


516 


57a.958 


60,0 


3437' 14' 58" 


87 


9,1106 


522 


600 


62.682 


3600 


88 


9,2153 


528 


668,451 


70,0 


4010* 42' 22" 


89 


9,3201 


534 


700 


73,304 


4200 


00 


9,424S 


540 


763.944 


80,0 


4583* 39' 50" 


»,718 


9,5 


544° 18' 86" 


800 


83.776 


4800 


91 


9,5295 


546 


859,437 


90,0 


5158° 37- 19" 


92 


9,6342 


552 


900 


94,248 


5400 


93 


9,7389 


558 


954,980 


100.0 


5729» 34' 48" 


94 


9,8437 


564 


1000 


104,720 


6000* 


9S 


9,9484 


570 









T. Tabelle elnlfer Unfls Torkommender ZAhtenirerf«. 



.QrtaK: 


Zahlenwert: 


GrCsie: 


Zahlenwert! 


tirSwe: 


Zahlenwert; 




3,1415Sa65358S 


J_ 


' 0.032252 


Y^ 


1,210197 




1,5T0796 










2 






97.40U1191 


Yi 






1,047198 


1 


1 0.010266 


0,826311 


3 
T 


0,785398 


I 


306,019685 
0,003268 


.... 


0,4971499 
0,502850—1 


T 


0,628319 


's« 


1 961,389194 


108'" 


0,994300 




0,528599 


T' 


■ 0,001040 


'»«;? 


0,005700—1 


6 






1,772454 


log.' 


1,491451 


T 


0,448942 


2,506628 


1..^ 


0,508550—2 




0,392699 


2^^ 


3,544908 


log V". 


0,248575 






:i/2" 


, 4,442884 


%^/i 




9 


0,849066 


Kl 


1,253314 


0,751425-1 


1- 


0,261799 




log p 


0.165717 






0,564190 


'"Vi 




1? 


0,196350 
0,098175 


0,797865 


0,834283-1 


^ 

- 


« 


2,7182818 


0,049087 


' 0,977205 


T 


0,367879 


64 


0,034907 


Kf 


5,352372 


löge 


0,4342<)4 


W 


e 


il,eu8 


180 


0,017453 

9,869604 


/2i 


1,462447 

1,845270 


T 


0.101936 
0,050968 


4s« 


89,478417 




1,162447 


96,2361 




2,467101 
0,616850 


1 

1 0,681i784 


1 

/g 


0,010391 
3.13209 


^ 


0,101321 


Kl 


1 0,860254 


Vg 


0,319275 


1 

16 


0,318310 


Kl 


0,984745 


V2^ 
::/g 


4,42910 
0.83974 


5,092958 


,-/!? 


1 4.601149 


/g 


1.003033 


61 
30 


20,371853 


v'^ 


1 0,466202 


2VT 
.lA2-i 


6,26418 
13,91536 




9,549297 










180 




/« 


1,331335 


Va^ 


0.709258 


57,295780 


Kl 






f. 


31,006277 


1 0,751130 


^ 


1,006075 


Htcbt, » 


cchulk. I. 






2S 





30 



?I. Tabelle. Speciilsche Gewiehte. 



A. Feste Körper. 

Achat 

Alabaster 

Alaun schiefer .... 
Aluminium gehämmert 

„ geschmolzen 

Anthracit . . 
Antimon . . . 
Asbest . . . 
Asphalt . . . 
Basalt .... 
Baustein im Mittel 
Bimstein . . . 
Blei (bei 14*» C.) 
Braunkohle . . 
Braunstein. . . 
Bronze .... 
Butter . . . 
Cement . . . 
Koks in Stücken 
Gaskoks . . . 
Diamant . . . 
Eis (bei 0° C.) . 
Eisen (rein) . 
Gusseisen weiss 
grau 
„ halbiert 

„ Stabeisen 
im Draht 
Elfenbein . . . 
Erde Hehmige Erde, 
fest gestampft) 
frisch . . . 
trocken . . . 
Gartenerde frisch . . 
„ .trocken . . . 
Erde, mager und trocken 
Feldsteine . . . 
Glas Fenster- . . 
Spiegel- . . 
Krystall- . 
, Flint-. . . 
Glockenmetall . . 
Gold gegossen 
gediegen 
Granit .... 
Gummi vulkanisiert 
Guttapercha . . 
Gips gebrannt 

„ gegossen, trocken 
Holz in Stücken . . . 
trocken Buchen 
Eichen 
Fichten 
Tannen 



2,59 

2,876 

2,8—2,4 

2,67 

2,56 

1,31—1,46 

6,65—6,72 

2,1—2,8 

1,07—1,16 

2,8—3,2 

2 5 

0,91—1,65 

11,376 

0,8—1,5 

4,72—4,92 

8,3—8,6 

0,94 

2,72—3,05 

0,51 

0,33 

3,5 

0.92 

7,79 

7,50 

7,10 

7,06 

7,6—7,8 

7,6—7,75 

1,8—1,92 



2,06 

1,93 

2,05 

1,63 

1,34 

2,5 

2,6 ( 

2,46 

2,89 

3,33 

8,81 

19,26 
18,6—19,1 
2,51—3.05 

1,00 

0,98 

1,82 

0,97 



0,45 
0,52 
0,32 
0,30 



Holzkohle von Nadelholz 

„ Eichenholz 

in Haufen von 

Nadelholz 

Eichenholz 

Kalk gebrannt . 

Kalkmörtel trocken 

„ frisch 

Kalkstein . . . 
Kanonengut . . 
Kautschuk . . . 

Kies 

Knochen . . . 
Kochsalz . . . 
Kreide, weisse 
Kupfer gegossen . 
Draht oder gehämmert 
Lehm trocken 
frisch . 
Marmor . . 
Mauerwerk, Bruchstein 
„ Sandstein . 
f, Ziegel.^^tein . 
» poröse od. Lochziegel 

Mehl. 

Messing gegossen . 
^ gewalzt . 

gezogen . 
Papier . . 
Pech . . 
Platin . . 
Porzellan 
Quarz . . 
Roggen (geschüttet) 
Sand fein, trocken 
fein, feucht 
grob . . 
Sandstein . 
Schiefer .... 
Schnee .... 
Silber gegossen 

„ gehämmert 
Stahl Gement- 
gefrischt 
Guss- . 
Stärkemehl . 

n Cannel 
Stöckkohle . . 
Steinsalz . . 
Thon .... 
Torf, trocken . 
Wuchs . . . 
[Wasser (bei 4*) 
Wismuth . . 
Ziegelstein . . 

-Klinker 









0,>8— 0,44 
0,57 

0,18 

0,23 

2,3—8.18 

1,64 

1,78 

2,46—2,84 

8,44 

0,93 

1,8 

1,66 

2,1-2,2 

1,8—2.66 

8,59—8,90 

8,78—9,0 

1,52 

1,67-2.85 

2,52—2,85 

2,4—2,46 

2.05—2.2 

1,47—1.70 

0,95 

0,7—0,8 

8,4—8,71 

8,52—8.62 

8,43—8,73 

0,7—1.16 

1,071 

21,45 

•2,88—2,49 

2,5—2,8 

0,65—0,78 

1,4—1.64 

l,<>-2,05 

1,37—1,49 

1.9-2,7 

2,64—2,67 

0,125 

10,1 — 10.47 

10.51—10,62 

7,26-7,8 

7.5-7,81 

7,83—7,92 

1,53 

1,42 

1,21—1,51 

2,22—2,3 

1,8—2,68 

0,51 

0,97 

1.00] 

9,78 

1.4-2,2 

1,52—2,29 
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Zink gegossen 
, gewalzt 
2inn . . . 
Zucker . . 



6,8—7,05 

7,125 

7,29 

1,61 



B. FlflssIgkeiteD. 

Äther 

Alkohol 

Kaumöl 

Benzin 

BergamottenGl . . . 

Bier 

Eisweiss 

Glycerin 

Qreoeot 

Leinöl 

Leberthran .... 

Milch 

Mohnöl 

Olivenöl 

Quecksilber .... 
RQböl 



0,737 
0,793 
0.917 
0,850 
0,85 
1,023—1,034 
1,041 
1,270 
1,037 
0,935 
0,945 
1,025 
0,924 
0,918 
13,596 
9,914 



Salpetersäure 

Salzsäure ...... 

Schwefelsäure 

Seewasser 

Theer 

Terpentinöl 

Wasser 

Wein 

C. Gasförmige Körper. 

Ammoniak 

Chlor 

Kohlenoxyd 

Kohlensäure 

Kohlenwasserstoff . . . 

Grubengas 

Sauerstoff 

Stickstoff 

Steinkohlengas . . . . 
Wasserdampf bei 100<* . 

Wasserstoff 

Luft bei 0* 

Luft (wenn Wasser = 1) 



1,53 

1.19 
1,842 

1,03 

1,195 

0,873 

1,000 

0,992—1,002 



0,596 
2,470 
0,967 
1,529 
0,978 
0,559 
1,106 
0,972 
0,48—0.51 
0,47 

0,0692 
1,000 

0,0013 
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